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Symboly a symbolické zapisy

Priklad 1

Kazdé prirozené Cislo tvaru 7 4 30k je prvocislo.
Tedy 127, Cili 7+ 30 - 4, je prvodislo.
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Symboly a symbolické zapisy

Priklad 1
Kazdé prirozené Cislo tvaru 7 4 30k je prvocislo.
Tedy 127, Cili 7+ 30 - 4, je prvodislo.

Priklad 2

Kdykoliv je Cislo 3 délitelem &isla x - y, pak je délitelem nékterého
z Ciniteld x a y. Symbolicky: ¥VxVy/( — v ).
Priklad 3

Everybody loves my baby, my baby loves nobody but me.
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Priklad 2
Kdykoliv je Cislo 3 délitelem &isla x - y, pak je délitelem nékterého
z Ciniteld x a y. Symbolicky: VxVy(3 | x-y — 3|x V 3|y).
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Kdykoliv je Cislo 3 délitelem &isla x - y, pak je délitelem nékterého
z Ciniteld x a y. Symbolicky: VxVy(3 | x-y — 3|x V 3|y).

Priklad 3
Everybody loves my baby, my baby loves nobody but me.
Symbolicky: VxL(x, B) & Vy(L(B,y) — y = M).
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Symboly a symbolické zapisy

Priklad 1
Kazdé prirozené Cislo tvaru 7 4 30k je prvocislo.
Tedy 127, Cili 7+ 30 - 4, je prvodislo.

Priklad 2
Kdykoliv je Cislo 3 délitelem &isla x - y, pak je délitelem nékterého
z Ciniteld x a y. Symbolicky: VxVy(3 | x-y — 3|x V 3|y).

Priklad 3
Everybody loves my baby, my baby loves nobody but me.
Symbolicky: VxL(x, B) & Vy(L(B,y) — y = M).

Symbolické zapisy tvrzeni a podminek (Cili formule)
obsahuji mimologické symboly, naptiklad +,-,|, L, M, B,
a logické symboly. Logické symboly jsou

logické spojky —, &, V a -, a kvantifikatory V a 1.
Mezi logické symboly Ize pocitat i rovnitko =.
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Priklady dikazi

Diikaz tvrzeni o délitelnosti tremi z P¥ikladu 2
Necht 3 | x neplati, a 3| y také neplati.
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Priklady dikazi

Dikaz tvrzeni o délitelnosti tfemi z Prikladu 2
Necht 3 | x neplati, a 3| y také neplati.
Takze mame k takové, ze x = 3k + 1 nebo x = 3k + 2,
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Priklady dikazi

Dikaz tvrzeni o délitelnosti tremi z Prikladu 2

Necht 3 | x neplati, a 3| y také neplati.

Takze mame k takové, ze x = 3k + 1 nebo x = 3k + 2,

a soucasné mame n takové, ze y = 3n+ 1 nebo y = 3n+ 2.
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Priklady dikazi

Dikaz tvrzeni o délitelnosti tremi z Prikladu 2

Necht 3 | x neplati, a 3| y také neplati.

Takze mame k takové, ze x = 3k + 1 nebo x = 3k + 2,

a soucasné mame n takové, ze y = 3n+ 1 nebo y = 3n+ 2.

Kdyz x =3k+1lay=3n+1, pak x-y =9kn+ 3k +3n+ 1.
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Priklady dikazi

Dikaz tvrzeni o délitelnosti tremi z Prikladu 2

Necht 3 | x neplati, a 3| y také neplati.

Takze mame k takové, ze x = 3k + 1 nebo x = 3k + 2,

a soucasné mame n takové, ze y = 3n+ 1 nebo y = 3n+ 2.

Kdyz x =3k+1lay=3n+1, pak x-y =9kn+ 3k +3n+ 1.
Kdyz x =3k+1ay=3n+2, pak x-y =9kn+ 6k 4+ 3n+ 2.
Kdyz x =3k+2ay=3n+1, pak x-y =9kn+ 3k 4+ 6n+ 2.
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Kdyz x =3k+2ay=3n+2, pak x-y =9kn+6k+6n+3+1.
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Priklady dikazi

Diikaz tvrzeni o délitelnosti tremi z Prikladu 2

Necht 3 | x neplati, a 3| y také neplati.

Takze mame k takové, ze x = 3k + 1 nebo x = 3k + 2,

a soucasné mame n takové, ze y = 3n+ 1 nebo y = 3n+ 2.
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Kdyz x =3k+2ay=3n+1, pak x-y =9kn+ 3k 4+ 6n+ 2.

Kdyz x =3k+2ay=3n+2, pak x-y =9kn+6k+6n+3+1.

Vsechny Ctyfi pripady jsou prFiznivé, x - y neni délitelné tremi.
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Priklady dikazi

Diikaz tvrzeni o délitelnosti tremi z Prikladu 2

Necht 3 | x neplati, a 3| y také neplati.

Takze mame k takové, ze x = 3k + 1 nebo x = 3k + 2,

a soucasné mame n takové, ze y = 3n+ 1 nebo y = 3n+ 2.
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Vsechny Ctyfi pripady jsou prFiznivé, x - y neni délitelné tremi.
Tim je dokdzano VxVy(3 | x-y — 3| x V 3|y).
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Priklady dikazi

Diikaz tvrzeni o délitelnosti tremi z Prikladu 2

Necht 3 | x neplati, a 3| y také neplati.

Takze mame k takové, ze x = 3k + 1 nebo x = 3k + 2,

a soucasné mame n takové, ze y = 3n+ 1 nebo y = 3n+ 2.
Kdyz x =3k+1lay=3n+1, pak x-y =9kn+ 3k +3n+ 1.
Kdyz x =3k+1ay=3n+2, pak x-y = 9kn+ 6k + 3n+ 2.
Kdyz x =3k+2ay=3n+1, pak x-y =9kn+ 3k 4+ 6n+ 2.
Kdyz x =3k+2ay=3n+2, pak x-y =9kn+6k+6n+3+1.
Vsechny Ctyfi pripady jsou prFiznivé, x - y neni délitelné tremi.

Tim je dokdzano VxVy(3 | x-y — 3| x V 3|y).

Logicky disledek dvou versi z Prikladu 3
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Priklady dikazi

Diikaz tvrzeni o délitelnosti tremi z Prikladu 2

Necht 3 | x neplati, a 3| y také neplati.

Takze mame k takové, ze x = 3k + 1 nebo x = 3k + 2,

a soucasné mame n takové, ze y = 3n+ 1 nebo y = 3n+ 2.
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Vsechny Ctyfi pripady jsou prFiznivé, x - y neni délitelné tremi.

Tim je dokdzano VxVy(3 | x-y — 3| x V 3|y).

Logicky disledek dvou versi z Prikladu 3
Protoze VxL(x, B), mame i L(B, B).
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Formalizace diikaz(, tplnost?

Logické kroky v diikazech
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Formalizace diikaz(, tplnost?

Logické kroky v diikazech

Instanciace Z Vx¢(x) lze (je povoleno) odvodit o(t).

Z ¢(t) lze odvodit Ixp(x).
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Formalizace diikaz(, tplnost?

Logické kroky v diikazech

Instanciace Z Vx¢(x) lze (je povoleno) odvodit o(t).
Z ¢(t) lze odvodit Ixp(x).

Rozbor pfipadll Z a — ¢, B — ¢ a a V B lze odvodit .

Generalizace Z 1 — ¢(x) lze odvodit ¢ — Vxp(x), pokud se
ve ¢ nemluvi o x. Také z p(x) — 1 lze odvodit
Ixp(x) — 1, pokud se ve ¥ nemluvi o x.
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Formalizace diikaz(, tplnost?
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ve ¢ nemluvi o x. Také z p(x) — 1 lze odvodit
Ixp(x) — 1, pokud se ve ¥ nemluvi o x.

Modus ponens Z ¢ a ¢ — 1 Ize odvodit .
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Formalizace diikaz(, tplnost?

Logické kroky v diikazech

Instanciace Z Vxg(x) lze (je povoleno) odvodit o(t).
Z ¢(t) lze odvodit Ixp(x).
Rozbor pfipadll Z a — ¢, B — ¢ a a V B lze odvodit .

Generalizace Z 1 — ¢(x) lze odvodit ¢ — Vxp(x), pokud se
ve ¢ nemluvi o x. Také z p(x) — 1 lze odvodit
Ixp(x) — 1, pokud se ve ¥ nemluvi o x.

Modus ponens Z ¢ a ¢ — 1 Ize odvodit .

Logicky kalkulus

Je soubor povolenych logickych krokl. Diky kalkuldm lze
formalizovat (poclitacové zpracovavat) nejen formule, ale i celé
ditkazy. Véta o dplnosti* pak tvrdi, Ze s uréitym souborem
povolenych logickych krokii Ize vystacit ve vsech diikazech.
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Axiomatické teorie

Logicka analyza

Je vyhledavani (mimologickych) predpokladii v dikazech.
Napriklad v diikazu o délitelnosti tfemi je pouzita distributivita
nasobeni vici s¢itani: VxVyVz(x - (y +z) =x-y + x - z).
Jednoznacnost déleni se zbytkem: kdykoliv platia=b-qg+ r a
pritom r < b, pak &isla g a r jsou &isly a a b urcena jednoznacné.
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Axiomatické teorie

Logicka analyza

Je vyhledavani (mimologickych) predpokladii v dikazech.
Napriklad v diikazu o délitelnosti tfemi je pouzita distributivita
nasobeni vici s¢itani: VxVyVz(x - (y +z) =x-y + x - z).
Jednoznacnost déleni se zbytkem: kdykoliv platia=b-qg+ r a
pritom r < b, pak &isla g a r jsou &isly a a b urcena jednoznacné.

Axiomaticka teorie

je dana volbou jazyka (seznamu mimologickych symboli) a axiomd
(pfedpokladil). Napriklad Peanova aritmetika PA ma jazyk
obsahujici symboly +,-,0,S. Ma sedm (nékdy devét) jednotlivych
axiomi plus schéma indukce.
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Axiomatické teorie

Logicka analyza

Je vyhledavani (mimologickych) predpokladii v dikazech.
Napriklad v diikazu o délitelnosti tfemi je pouzita distributivita
nasobeni vici s¢itani: VxVyVz(x - (y +z) =x-y + x - z).
Jednoznacnost déleni se zbytkem: kdykoliv platia=b-qg+ r a
pritom r < b, pak &isla g a r jsou &isly a a b urcena jednoznacné.

Axiomaticka teorie

je dana volbou jazyka (seznamu mimologickych symboli) a axiomd
(pfedpokladil). Napriklad Peanova aritmetika PA ma jazyk
obsahujici symboly +,-,0,S. Ma sedm (nékdy devét) jednotlivych
axiomd plus schéma indukce. Teorie mnozin (ZF, GB) je dnes
povazovana za jakousi podkladovou teorii pro veskerou
matematiku, a také ma prehlednou mnozinu axiomi.
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Struktury, teorie vypozorované ze struktury

Nékteré teorie vzniknou vypozorovanim axiom z uréité struktury.
Napiiklad R = (R, +,-,0,1)
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Struktury, teorie vypozorované ze struktury

Nékteré teorie vzniknou vypozorovanim axiom z uréité struktury.
Naptiklad R = (R, +,+,0,1) je struktura realnych Cisel,
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Struktury, teorie vypozorované ze struktury

Nékteré teorie vzniknou vypozorovanim axiom z uréité struktury.
Naptiklad R = (R, +,+,0,1) je struktura redlnych Cisel, axiomy
mohou byt vlastnosti operaci (... ), plus axiomy typu
VavbvcVd3x(ax® + bx? + cx + d = 0).
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Struktury, teorie vypozorované ze struktury

Nékteré teorie vzniknou vypozorovanim axiom z uréité struktury.
Napriklad R = (R, +,-,0,1) je struktura redlnych Cisel, axiomy
mohou byt vlastnosti operaci (... ), plus axiomy typu
VavbvcVd3x(ax® + bx? + cx + d = 0).

Nékteré struktury Ize tip/né® axiomatizovat.
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Struktury, teorie vypozorované ze struktury

Nékteré teorie vzniknou vypozorovanim axiom z uréité struktury.
Napriklad R = (R, +,-,0,1) je struktura redlnych Cisel, axiomy
mohou byt vlastnosti operaci (... ), plus axiomy typu
VavbvcVd3x(ax® + bx? + cx + d = 0).

Nékteré struktury Ize tip/né® axiomatizovat.

Definice
Teorie T je iiplna®, jestlize kazd4 sentence ¢ je v ni dokazateln
nebo vyvratitelnd (tj. T F ¢ nebo T F =), ale ne oboji.
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Struktury, teorie vypozorované ze struktury

Nékteré teorie vzniknou vypozorovanim axiom z uréité struktury.
Napriklad R = (R, +,-,0,1) je struktura redlnych Cisel, axiomy
mohou byt vlastnosti operaci (... ), plus axiomy typu
VavbvcVd3x(ax® + bx? + cx + d = 0).

Nékteré struktury Ize tip/né® axiomatizovat.

Definice
Teorie T je iiplna®, jestlize kazd4 sentence ¢ je v ni dokazateln
nebo vyvratitelnd (tj. T F ¢ nebo T F =), ale ne oboji.

Priklad

Je zndma (plna axiomatizace struktury (R, <):
UxVyVz(x <y & y <z — x < z)

Vx=(x < x)

VxVy(x <y V x=y V y <Xx)

VxVydz(x <z & z < y)

Vx3dy3dz(y < x & x < z).
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Dalsi axiomatizovatelné struktury

Struktura (N, <), Cili diskrétni usporadani (pfirozenych Cisel).
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Dalsi axiomatizovatelné struktury

Struktura (N, <), Cili diskrétni usporadani (pfirozenych Cisel).

Struktura (N, +, 0, <), Cili aritmetika pfirozenych &isel bez
nasobeni, Cili Presburgerova aritmetika.
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Dalsi axiomatizovatelné struktury

Struktura (N, <), Cili diskrétni usporadani (pfirozenych Cisel).

Struktura (N, +, 0, <), Cili aritmetika pfirozenych &isel bez
nasobeni, Cili Presburgerova aritmetika.
Struktura (R, +,0, <), Cili redlna ¢isla bez nasobeni.
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Dalsi axiomatizovatelné struktury

Struktura (N, <), Cili diskrétni usporadani (pfirozenych Cisel).
Struktura (N, +,0, <), &ili aritmetika pfirozenych &isel bez
nasobeni, Cili Presburgerova aritmetika.

Struktura (R, +,0, <), &ili redInd &isla bez nasobeni.

Struktura R = (R, +, -, 0, <), &ili pInd struktura realnych Cisel.
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Dalsi axiomatizovatelné struktury

Struktura (N, <), Cili diskrétni usporadani (pfirozenych Cisel).
Struktura (N, +, 0, <), Cili aritmetika pfirozenych &isel bez
nasobeni, Cili Presburgerova aritmetika.

Struktura (R, +,0, <), &ili redInd &isla bez nasobeni.
Struktura R = (R, +, -, 0, <), &ili pInd struktura realnych Cisel.

Problém
V ¢em je struktura N = (N, +,-,0, 1), Cili struktura pFirozenych
cCisel, jina?
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Rekurzivni a rekurzivné spocCetné mnoziny

Definice

Mnozina A (syntaktickych objektl nebo pFirozenych &isel) je
rekurzivni, jestlize existuje algoritmus, ktery rozhoduje o nalezeni
do A.
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Rekurzivni a rekurzivné spocCetné mnoziny

Definice

Mnozina A (syntaktickych objektl nebo pFirozenych &isel) je
rekurzivni, jestlize existuje algoritmus, ktery rozhoduje o nalezeni
do A.

Mnozina A je rekurzivné spocetna (RE), jestlize existuje procedura
(algoritmus, ktery nevyzaduje zadny vstup), kterd, je-li spusténa,
postupné vygeneruje vSechny prvky mnozin A.
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Rekurzivni a rekurzivné spocCetné mnoziny

Definice

Mnozina A (syntaktickych objektl nebo pFirozenych &isel) je
rekurzivni, jestlize existuje algoritmus, ktery rozhoduje o nalezeni
do A.

Mnozina A je rekurzivné spocetna (RE), jestlize existuje procedura
(algoritmus, ktery nevyzaduje zadny vstup), kterd, je-li spusténa,
postupné vygeneruje vSechny prvky mnozin A.

Ptiklad

Mnozina vSech diikazii v dané axiomatické teorii T je rekurzivni.
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Rekurzivni a rekurzivné spocCetné mnoziny

Definice

Mnozina A (syntaktickych objektl nebo pFirozenych &isel) je
rekurzivni, jestlize existuje algoritmus, ktery rozhoduje o nalezeni
do A.

Mnozina A je rekurzivné spocetna (RE), jestlize existuje procedura
(algoritmus, ktery nevyzaduje zadny vstup), kterd, je-li spusténa,
postupné vygeneruje vSechny prvky mnozin A.

Priklad
Mnozina vSech diikazii v dané axiomatické teorii T je rekurzivni.
Mnozina vSech sentenci dokazatelnych v T je rekurzivné spoletna.
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Rekurzivni a rekurzivné spocCetné mnoziny

Definice

Mnozina A (syntaktickych objektl nebo pFirozenych &isel) je
rekurzivni, jestlize existuje algoritmus, ktery rozhoduje o nalezeni
do A.

Mnozina A je rekurzivné spocetna (RE), jestlize existuje procedura
(algoritmus, ktery nevyzaduje zadny vstup), kterd, je-li spusténa,
postupné vygeneruje vSechny prvky mnozin A.

Priklad

Mnozina vSech diikazii v dané axiomatické teorii T je rekurzivni.

Mnozina vSech sentenci dokazatelnych v T je rekurzivné spoletna.

Zakladni vlastnosti
Kazda rekurzivni mnoZzina je rekurzivné spocetnd, ale
naopak to neplati: existuji RE mnoziny, které rekurzivni nejsou.
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Rekurzivni a rekurzivné spocCetné mnoziny

Definice

Mnozina A (syntaktickych objektl nebo pFirozenych &isel) je
rekurzivni, jestlize existuje algoritmus, ktery rozhoduje o nalezeni
do A.

Mnozina A je rekurzivné spocetna (RE), jestlize existuje procedura
(algoritmus, ktery nevyzaduje zadny vstup), kterd, je-li spusténa,
postupné vygeneruje vSechny prvky mnozin A.

Priklad
Mnozina vSech diikazii v dané axiomatické teorii T je rekurzivni.
Mnozina vSech sentenci dokazatelnych v T je rekurzivné spoletna.

Zakladni vlastnosti

Kazda rekurzivni mnoZzina je rekurzivné spocetnd, ale

naopak to neplati: existuji RE mnoziny, které rekurzivni nejsou.
Komplement rekurzivni mnoziny je opét rekurzivni mnozina.

Vitézslav Svejdar, FF UK Praha Logika, Gédel, nedplnost



Rekurzivni a rekurzivné spocCetné mnoziny

Definice

Mnozina A (syntaktickych objektl nebo pFirozenych &isel) je
rekurzivni, jestlize existuje algoritmus, ktery rozhoduje o nalezeni
do A.

Mnozina A je rekurzivné spocetna (RE), jestlize existuje procedura
(algoritmus, ktery nevyzaduje zadny vstup), kterd, je-li spusténa,
postupné vygeneruje vSechny prvky mnozin A.

Priklad
Mnozina vSech diikazii v dané axiomatické teorii T je rekurzivni.
Mnozina vSech sentenci dokazatelnych v T je rekurzivné spoletna.

Zakladni vlastnosti

Kazda rekurzivni mnoZzina je rekurzivné spocetnd, ale

naopak to neplati: existuji RE mnoziny, které rekurzivni nejsou.
Komplement rekurzivni mnoziny je opét rekurzivni mnozina.
Ale komplement RE mnoziny nemusi byt RE.
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Netplnost

Plati

Ke kazdé RE mnoziné A prirozenych Cisel existuje aritmeticka
formule ©(x), kterd mnozinu A definuje v tom smyslu, ze kazdé
Cislo n je v A presné tehdy, kdyz v PA (nebo v jakékoliv jiné
dostateéné silné teorii) Ize dokazat sentenci ¢(7):

Vn(ne A & TF o(n)).
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Netplnost

Plati

Ke kazdé RE mnoziné A prirozenych Cisel existuje aritmeticka
formule ©(x), kterd mnozinu A definuje v tom smyslu, ze kazdé
Cislo n je v A presné tehdy, kdyz v PA (nebo v jakékoliv jiné
dostateéné silné teorii) Ize dokazat sentenci ¢(7):

Vn(ne A & TF o(n)).

Disledek
Mnozina Thm(T) vSech sentenci dokazatelnych v T a mnozina
Ref(T) vSech sentenci vyvratitelnych v T:

Sent
Thm(T Ref(T

nemohou byt navzdjem komplementarni.
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Kurt Godel: nékolik zivotopisnych daji

» Narozen 1906 (Wikipedia: Briin, Austria-Hungary).
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Kurt Godel: nékolik zivotopisnych ddaji

v

Narozen 1906 (Wikipedia: Briin, Austria-Hungary).
Maturoval 1924 a odesel studovat do Vidné.

v

Volba rakouského obcanstvi v roce 1929.

Od roku 1934 nékolik pobytd v USA (Institute for Advanced
Study, University of Notre Dame), naposledy v zimé 38-39.

v

v
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Kurt Godel: nékolik zivotopisnych ddaji

v

Narozen 1906 (Wikipedia: Briin, Austria-Hungary).
Maturoval 1924 a odeSel studovat do Vidné.
Volba rakouského obcanstvi v roce 1929.

Od roku 1934 nékolik pobytd v USA (Institute for Advanced
Study, University of Notre Dame), naposledy v zimé 38-39.

v

v

v

» Od btezna 1940, po dobrodruzné cesté pres Sibi¥, natrvalo
v USA.
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Filosofické souvislosti

Podle mé spiS neexistuji.
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