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e Od roku 1934 nékolik pobytid v USA (Institute for Advanced
Study, University of Notre Dame), naposledy v zimé 38-39.
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pokud vyhraji, koupim si auto nebo pojedu do Chile
jev — (a V ¢). Symboly V, —, &, — jsou logické spojky.

Papadimitriou v [Pap94]:

everybody loves my baby,

my baby loves nobody but me:
VxL(x,B) & Vy(L(B,y) — y = M).
Symboly V a 3 jsou kvantifikatory.

Zapis podminky cislo x je prvocislo:

x#1 & Vv(v|x - v=1V v=x),

kde v # 1 je zkratka pro =(v = 1), kdezto v | x je zkratka
pro Ju(u - v = x) nebo pro Mod(x, v) = 0.
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Kdy? a=3i+1ab=3j+2 paka-b=09ij+6i+3+2
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Logika

Analyza logickych kroki v dikazech

Analyza logickych krokli Ve vSech diikazech se opakuji stale tytéz
logické kroky: specifikace Cili konkretizace, modus ponens, rozbor
pripadl (kdyz B — Ai—-B — A, pak A), generalizace. Logické
kroky jsou definovany Cisté syntakticky, takze o jejich spravném
pouziti mize rozhodovat pocitac.
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Véta o dplnosti pak tvrdi, ze zaddna dalsi pravidla ani logické kroky
nejsou potfeba: ty které mame, stali ve vsech (!) diikazech.
Kanonicka citace: [God30].

Algoritmicky aspekt Korektnost diikazu Ize verifikovat algoritmem.
Leibniz rozliSoval mezi ars inveniendi a ars iudicandi.
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Zivotopis Logika Axiomy a teorie Netplnost Dodatky

Analyza predpokladli pouzitych v diikazech

Jazyk V Ptikladu 3 hraje roli jazyk {+,-,0, 1} obsahujici symboly
pro scitani i nasobeni.
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Axiomy a teorie

Analyza predpokladli pouzitych v diikazech

Jazyk V Ptikladu 3 hraje roli jazyk {+,-,0, 1} obsahujici symboly
pro scitani i nasobeni.

Matematické predpoklady V tomtéz prikladu je napriklad pouzZita
distributivita nasobenfi vii¢i sCitani, jednoznacnost déleni se
zbytkem, ...

Axiomaticka teorie ma jazyk a mnozinu axiomd. Naptiklad
Peanova aritmetika PA ma (mdZe mit) axiomy postulujici
asociativitu a komutativitu obou operaci, distributivitu nasobeni
vici sCitani atd. Lze ji chapat jako vazny pokus o axiomatizaci
struktury pfirozenych &isel, tj. struktury N = (N, +,-,0, 1).
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Zivotopis Logika Axiomy a teorie Netplnost Dodatky

Lze urcitou strukturu Gplné axiomatizovat?

Ptirozena Cisla pouze s usporadanim Uvazujme napiiklad, co plati
ve struktufe (N, <):

UxVyVz(x <y & y <z — x < z),

VxVy(x <y — =(y <x)),

UxVy(x <y V x=y V y < x),
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Cim je struktura N = (N, +,-,0,1) jina?
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VxVy(y < x — Jz(z < x & —3Jv(z < v & v < x))).

Jiné struktury Analogicky to dopadne také se strukturami

<N7 +)0>v <R7 <>v <R7 +7 0>v R — <R7 +) %y 07 1>

Cim je struktura N = (N, +,-,0,1) jind? Muze se pro urditou
formuli p(x) stat, ze vSechny instance ¢(0), ©(1), ¢(2), ... v PA
dokazatelné jsou, ale Vxp(x) neni?
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UxVyVz(x <y & y <z — x < z),

VxVy(x <y — =(y <x)),

UxVy(x <y V x=y V y < x),

IxVy-(y < x),

VxJy(x <y & -Jv(x <v & v <y)),

VxVy(y <x — Jz(z < x & —3v(z < v & v < x))).

Jiné struktury Analogicky to dopadne také se strukturami
(N,+,0), (R, <), (R,+,0), R=(R,+,-,0,1).

Cim je struktura N = (N, +,-,0,1) jind? Muze se pro urditou
formuli p(x) stat, ze vSechny instance ¢(0), ©(1), ¢(2), ... v PA
dokazatelné jsou, ale Vxp(x) neni? Priklad 3 naznaluje sentenci
kdyz x je prvocislo, pak kdykoliv x déli soucin a- b, déli i a nebo b.
Ta tuto vlastnost ale nema.
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Rekurzivni a rekurzivné spocetné mnoziny

Definice Mnozina A (pfirozenych Cisel nebo slov v néjaké abecedé)
je rekurzivni, jestlize existuje algoritmus, ktery rozhoduje o nalezeni
do A.
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spusténa, postupné vygeneruje vsechny prvky mnozin A.

Definice (alternativni) A je RE, jestlize existuje rekurzivni relace R
takovd, ze Vx(x € A < 3JyR(x,y)).
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Rekurzivni a rekurzivné spocetné mnoziny

Definice Mnozina A (pfirozenych Cisel nebo slov v néjaké abecedé)
je rekurzivni, jestlize existuje algoritmus, ktery rozhoduje o nalezeni
do A.

Definice Mnozina A je rekurzivné spocetns (RE), jestlize existuje
procedura (algoritmus, ktery nevyzaduje zadny vstup), ktera, je-li
spusténa, postupné vygeneruje vsechny prvky mnozin A.

Definice (alternativni) A je RE, jestlize existuje rekurzivni relace R
takovd, ze Vx(x € A < 3JyR(x,y)).

Priklad Kdyz T je teorie s rekurzivni mnozinou axiomi (rekurzivné
axiomatizovatelna teorie), pak relace R(x,y) definovana
podminkou R(x,y) < x je sentence a y je jeji dikaz v T

je rekurzivni. Mnozina Thm( T) vSech sentenci dokazatelnych v T
je RE.
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Netplnost

Rekurzivni a RE mnoZziny (pokracovani)

Plati (a) Kazda rekurzivni A je RE, ale opaéna inkluze neplati.
(b) Komplement —A rekurzivni mnoziny A je opét rekurzivni
mnozina.

(c) Komplement —A mnoziny A, ktera je RE, je rekurzivni pouze
tehdy, kdyz A je dokonce rekurzivni.
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Rekurzivni a RE mnoZziny (pokracovani)

Plati (a) Kazda rekurzivni A je RE, ale opaéna inkluze neplati.
(b) Komplement —A rekurzivni mnoziny A je opét rekurzivni

mnozina.
(c) Komplement —A mnoziny A, ktera je RE, je rekurzivni pouze

tehdy, kdyz A je dokonce rekurzivni.

Aplikace v logice

Sent Th(N)
Thm(T) Ref(T)
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Véty o nelplnosti

Plati (a) Kdyz T je rekurzivné axiomatizovatelna teorie

v aritmetickém jazyce, jejiz vSechny axiomy plati v N, pak existuje
formule (x) takova, ze vdechny instance ¢(0), ¢(1), ¢(2), ...
jsou v T dokazatelné, ale Vxp(x) dokazatelna neni.
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Véty o nelplnosti

Plati (a) Kdyz T je rekurzivné axiomatizovatelna teorie

v aritmetickém jazyce, jejiz vSechny axiomy plati v N, pak existuje
formule (x) takova, ze vdechny instance ¢(0), ¢(1), ¢(2), ...
jsou v T dokazatelné, ale Vxp(x) dokazatelna neni.

(b) Je-li T navic rozsiteni Peanovy aritmetiky, v T Ize formalizovat
logickou syntax, a za ¢(x) pak lze vzit formuli ¢islo x nenf
dikazem (neni numerickym kédem dikazu) sporu v T.
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Dodatky

Cviceni Napiste v aritmetickém jazyce formuli, kterad vyjadfuje, ze
¢islo x je mocninou dvojky.

Kdyz p je prvocislo a p | a- b, pak p| anebo p| b

Necht p neni délitelem Cisla a. V tom pripadé, protoze p je
prvocislo, Cisla a a p jsou spolu nesoudélnd. Dle Bezoutovy véty
existuji ¢isla x a y takova, ze ax — py = 1. Z toho méame

abx — pby = b. Cislo p je délitelem jak &isla abx, tak &isla pby.
Tedy p | b.
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