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Seznam témat

1 Godeluv duakaz uplnosti predikatového kalkulu V roce 1931 vysel Godeluv ¢lanek
obsahujici pfevratnou vétu o netplnosti (dostate¢né silnjch axiomatickych teorii). Clanek je
velmi slavny, ale zdaleka ne kazdy logik jej cetl, protoze zptisoby vykladu mezitim pokro-
¢ily. Pred timto ¢lankem, v roce 1930, vysel jiny Godeltv ¢lanek obsahujici vétu o plnosti
(predikatové logiky 1. fadu). Tento diivéjsi ¢lanek je ¢ten jesté méné nez ¢lanek z roku 1931,
pravdépodobné protoze byl méné prevratny a méné piekvapivy. Néjaky dikaz véty o uplnosti
je dnes béznou soucasti logickych kursi.

Godelovy ¢lanky prelozil a opatiil komentaii J. van Heijenoort [4]. Ceské pieklady, poti-
zené se znalosti van Heijenoorta, pfipravuje Katedra filosofie ZCU v Plzni.

Prostudujte a dikladné promyslete Godeliv ¢lanek z roku 1930. Vypracujte svou verzi
tak, aby se nic neménilo na myslenkach dikazu, ale zaroven tak, aby byly doplnény vyne-
chané podrobnosti, aby bylo pouzito dneSni znaceni a aby byl pouzit néjaky z dnesniho
predpoklady, naptiklad na mohutnost jazyka nebo na (ne)pfitomnost funkénich symboli
¢i slozenych termt. Pokud ano, pokuste se je odstranit. Vyhledejte a alespon si prohlédnéte
vSechnu literaturu, ktera je citovana v poznamkach pod c¢arou. Kromé technického aspektu,
tj. ¢itelného ditkazu, poskytnéte ¢tenari predstavu o situaci v logice tésné pred Godelovymi
vetami.

Kriticky posudte van Heijenoortiiv preklad i pieklad B. Svandové. Neni vyloudeno, Ze
Vase ptipadné poznamky a navrhy by do plzeiiského textu pred jeho vydanim jesté mohly byt
zapracovany. Podle vlastni ivahy zahrnte do své analyzy i dalsi ¢lanky, zejména Skolemovy
nebo Godeluv ¢lanek z roku 1931. Uvazujte i o otézce, ktera ale mize byt obtiznéjsi, co o
problematice uplnosti predikatového kalkulu védél Skolem a zda Godel byl prvni, kdo otazku
po uplnosti kalkulu formuloval a vytesil.
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2 Modely Robinsonovy aritmetiky Robinsonova aritmetika Q je vyznamnou axio-
matickou teorii: je velmi slaba, avsak je podstatné netplna a podstatné nerozhodnutelna.
V této vlastnosti se shoduje s Peanovou aritmetikou. Od Peanovy aritmetiky se lisi tim, Ze je
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Pokuste se podrobnéji popsat strukturu nestandardnich modelt Robinsonovy aritme-
tiky. K tomuto tcelu prostudujte ro¢nikovou praci [1|. Nevadi, kdyz vysledky této préce
po provéreni prevezmete a vypracujete znovu. Pokud to vSak udélate, nedrzte se znaceni a
doplite vysvétleni a motivace. Dopliite také nékteré historické tidaje. Pokuste se uvazovat
o problému, zda kazdy model, ve kterém plati prvnich pét axiomd Robinsonovy aritme-
tiky (nebo jen prvni tfi), lze expandovat do modelu, ve kterém plati vSechny. Pokud ne,
lze charakterizovat modely, které je mozné expandovat? Dle vlastniho isudku se zabyvejte i
variantami Robinsonovy aritmetiky, napiiklad Grzegorczykovou teorii Q- s netotalnimi ope-
racemi, vzajemnou interpretovatelnosti téchto variant, nebo Robinsonovou aritmetikou nad
intuicionistickou logikou.

Téma spise bakalarské.
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verzity Karlovy, Katedra logiky, 2004.

[2] V. Svejdar. An interpretation of Robinson arithmetic in its Grzegorczyk’s weaker vari-
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[3] A. Tarski, A. Mostowski a R. M. Robinson. Undecidable Theories. North-Holland,
Amsterdam, 1953.

3 Pojem interpretace aritmetickych teorii Pojem interpretace (jedné axiomatické
teorie v druhé) se uplatiiuje napiiklad pti prokazovani relativni bezespornosti dodatecnych
axiomil néjaké teorie. To se ve 20. stoleti tykalo zejména teorie mnozin. Uplatiiuje se i
v obecné formulaci Prvni Godelovy véty (kaZdd bezespornd aziomatickd teorie, v niZ je in-
terpretovatelnd Robinsonova aritmetika Q, je neuplnd a nerozhodnutelnd). Existuji rtzné
varianty tohoto pojmu, napt. parametrické interpretace, vicedimenzionalni interpretace, lo-
kalni a globalni interpretace. Interpretovatelnost muize slouzit jako nastroj pro porovnavani
sily axiomatickych teorii. Od priblizné 70. let minulého stoleti je pojem interpretovatelnosti
samostatnym predmétem vyzkumu. Zamyslete se, jak tento pojem lze tcelné definovat, po-
rovnejte rizna v literatufe se vyskytujici feseni, jak prekonat technické obtiZe v definici.
Vypracujte priklady interpretaci tykajici se znamych teorii. Uvazujte o tom, pro které teorie
rizné varianty tohoto pojmu splyvaji a pro které ne. Uvazujte o metodach, jak lze prokazat
neinterpretovatelnost. Vezméte v tivahu novéjsi literaturu, napiiklad ¢i zejména clanky A.
Vissera.

Téma je mozné jako bakalarské i jako magisterské. Pojem interpretace byl definovan
v knize [3] tématu 2, preprinty ¢lanka A. Vissera lze stdhnout z holandské preprintové rady
Logic Group Preprint Series, relevantni jsou naptiklad cisla 279 a 272.

4 Délitelnost v okruzich Délitelnost je primarné zkouméana v oboru prirozenych nebo
celych ¢isel. M4 ale dobry smysl ji zkoumat i obecné v okruzich ¢i (radéji) oborech integrity.
Nejcastéji uvazované obory integrity jsou struktura celych ¢isel a struktura Q[z] polynomt
v jedné proménné s racionalnimi koeficienty. V téchto dvou oborech integrity navic plati
Bezoutova véta. Vypracujte vlastni verzi teorie délitelnosti v oborech integrity (okruzich).
Vyhledejte v literatufe riizné konstrukce okruhti a uvazujte, jak délitelnost dopadne v oborech
integrity, v niz Bezoutova véta neplati, a jak takové obory integrity viibec lze sestrojit. Podle
vlastni tivahy vénujte pozornost pripadné také nékterym z nasledujicich otazek. Existuji
uzitecné axiomy o délitelnosti jiné nez Bezoutova véta, naptiklad distributivita nasobeni
vuci nejvétsimu spoleénému déliteli? Jaky je jejich vztah k Bezoutové vété? Co lze fici o
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algoritmické slozitosti nékterych tloh (déleni se zbytkem, ¢inskd zbytkové véta) v okruzich
jinych nez struktura celych ¢isel, naptiklad v okruhu Q[z]? Co se v teorii délitelnosti zméni
v pripadé, kdy podkladovou logikou se stane intuicionisticka logika misto logiky klasické?

Bakalaiské téma, jako magisterské by pravdépodobné bylo mozné pouze v pripadé, kdyby
se podarilo zjistit ¢i vyhledat zajimavé a malo znamé ¢i neznamé vysledky tykajici se posledni
ze zminénych otazek.

5 Aritmeticka uplnost modalni logiky R Aritmeticka interpretace logiky GL (logiky
dokazatelnosti) je, jak znamo, zaloZena na tom, zZe modalita nutnosti O se preklada na for-
muli Prr(z), kterd vyjadiuje formalni dokazatelnost v néjaké dostatecné silné axiomatické
teorii T' a se kterou se pracuje v néjaké rovnéz silné teorii S, kterda mtize ale nemusi byt
totozna s teorii T'. Logika dokazatelnosti je diilezitym nastrojem pro zkoumani godelovské
autoreference, v niz autoreferenc¢ni sentence tvrdi néco o vlastni nebo vzajemné dokazatel-
nosti a nedokazatelnosti.

Modalni logika R je rozsiteni logiky GL o rosserovské modality < a <, které jsou apli-
kovatelné pouze na formule zacinajici modalitou 0. Aritmetickym prekladem (OA < OB)*
modalni formule OA < OB je pak sentence existuje diikaz sentence A*, pred kterym neexis-
tuje zadny dlkaz sentence B*, kde A* a B* jsou pieklady formuli A a B, a analogicky se
definuje preklad modalni formule OA < OB. Logika R je nastrojem pro zkoumani rosserov-
ské autoreference, v niz autoreferencni sentence mohou tvrdit néco nejen o dokazatelnosti a
nedokazatelnosti, ale i o tom, ze ditkaz néceho (existuje a) je mensi nez ditkaz néceho jiného.

Modalni logika R neni tak popularni jako logika GL, hlavné asi proto, ze rosserovska
autoreference je prilis riiznoroda nez aby se dala modelovat jednoduchou modalni logikou.
Nicméné prace o ni existuji, zejména ¢lanek od Solovaye a Guaspariho.

Napiste vlastni studii o logice R. Pfevedte zndmé préace do dnesniho znaceni a uvazujte, co
by $lo zjednodusit ¢i zpiehlednit. Navrhnéte (vyhledejte v literatufe) p¥ipadné i gentzenovsky
kalkulus pro logiku R. Uvazujte i o variantach logiky R a o jejich vlastnostech.

Magisterské téma. Zadano panu Holikovi.

[1] D. Guaspari a R. M. Solovay. Rosser sentences. Ann. Math. Logic, 16:81-99, 1979.

6 Historie zakladnich pojmu z teorie rekurzivnich funkci Vyvoj té ¢asti moderni
logiky, ktera se tyka podstatné netplnosti a podstatné nerozhodnutelnosti axiomatickych
teoril a jejiz vyzkum silné ovlivnil Godeltv ¢lanek z r. 1930, je neoddélitelné propojen s vy-
vojem teorie rekurzivnich funkci. Teorie rekurzivnich funkci v podobé soustavy pojmu a
tvrzeni o nich se dnes ve viceméné stejné podobé uci na rtznych matematickych a informa-
tickych fakultach. Cemu je ale obvykle vénovana mensi pozornost, jsou otazky, jak piislusné
pojmy vznikly, kdo je prvni navrhl, zda se pritom objevilo néjaké zdivodnéni terminologie,
kdo koho a jak ovlivnil. Pokuste se zmapovat vyvoj zakladnich pojmi z teorie rekurzivnich
funkei, jako je (primitivné) rekurzivni funkce ¢ mnozina, produktivni a kreativni mnozina,
véta o rekurzi, preveditelnost, kompletnost, prosté a hyperprosté mnoziny. Zaroven se po-
kuste upfesnit, jaky byl pfinos zakladateld teorie: K. Godel, S. C. Kleene, A. Church, A.
Turing, E. Post, pripadné dalsi. Existuji dtlezité vysledky, které byly znamy jesté pred Go-
delovym ¢lankem?

Jako vychodisko pouzijte literaturu, ktera je citovana v [2] a [1]. Clanky si prohlédnéte a
nékteré prostudujte podrobné. Seznamte ¢tenafe i s konkrétnimi myslenkami a dikazy. Pte-
vedte nékteré diikazy do dnesni podoby s pouzitim dnesniho znaceni. Protoze vSech ¢lankt
citovanych v [2] a [1] je mnoho a vSechny prostudovat nemtzete, stanovte si pfipadné né-



jaky diléi ukol, ktery zpracujete podrobnéji. Promluvte také s Annou Horskou, ktera, nez se
zacala zabyvat nééim jinym, urcité kroky ve zpracovani tohoto tématu uz podnikla.
Téma lze povazovat za bakalarské i magisterskeé.

[1] P. Odifreddi. Classical Recursion Theory. North-Holland, Amsterdam, 1989.

[2] H.Rogers, Jr. Theory of Recursive Functions and Effective Computability. McGraw-Hill,
New York, 1967.

7 Probabilistické algoritmy pro prvocdiselnost Ve zjistovani, zda velkéd Cisla jsou
prvocisly, se pomérné dobie uplatnuji pravdépodobnostni algoritmy, které pii zpracovani
vstupu n provedou néjaky vypocet s ¢islem n spolu s néjakym dalSim ndhodné vygenero-
vanym cislem nebo s vice takovymi ndhodnymi ¢isly. Znamy jsou zejména dva takové algo-
ritmy, Rabintv-Millertiv a Solovaytv-Strassentiv. Prostudujte pfislusné ¢lanky a zpracujte
tuto problematiku tak, aby bylo jasné, jaké poznatky z teorie ¢isel oba algoritmy vyuzivaji
a jak obtizné tyto poznatky jsou.
Bakalarské téma. Zadano Natalii Tejkalové.
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8 Fragmenty aritmetiky a princip kolekce V ¢lanku [1] se zkoumaji vztahy mezi
tzv. silnymi fragmenty Peanovy aritmetiky, tj. teoriemi, které misto schématu indukce maji
nasledujici axiomaticka schémata:

IX.: Vy(e(0,y) &Va(p(z, y) — ¢(S(2), y)) — Vap(z,y), ¢ € Xy,
BY,: VyVz(Vu<zIvp(u,v,y) — IwVu<zIv<we(u,v,y)), Y € Xy

I3, je schéma indukce, avSak omezené na formule slozitosti ¥,,. Schéma B, je schéma
kolekce, anglicky collection schema nebo bounding schema, pro formule rovnéz slozitosti
pouze X,. Oznaceni I¥, a BY, se vztahuje jak k axiomatickému schématu, tak k teorii,
ktera vznikne pfidanim tohoto schématu k vhodné zakladni teorii. Je znamo, Ze schéma
kolekce (bez omezeni na slozitost formule) lze pouzit k ekvivalentni axiomatizaci Peanovy
aritmetiky:.

Fragmenty Peanovy aritmetiky byly zkoumany v 80. letech minulého stoleti, avSak pro-
blém, zda schéma IA,, (indukce pro A,,-formule, tj. pro formule, které lze ekvivalentné psat
v ¥,- 1 II,, tvaru) je ekvivalentni se schématem BY,,, vyfesil T. Slaman [2] aZ v roce 2004.

Napiste vlastni zpracovani problematiky silnych fragment Peanovy aritmetiky tak, aby
byl zahrnut i Slamaniv vysledek. Konstrukce modelt uvedené v [1] pfepracujte s pouzitim
dnesniho znaceni a tak, aby byly dany do souvislosti s konstrukcemi obecné teorie modelt.
Podle vlastni ivahy vezméte v tivahu i dalsi schémata (Dirichletv princip), nebo se zabyvejte
interpretovatelnosti zkoumanych teorii.

Téma pravdépodobné spise magisterské.

[1] J.B.Parisa L. A. S. Kirby. ¥,-collection schemas in arithmetic. V' A. Macintyre, L. Pa-
cholski a J. Paris, editofi, Logic Colloquium 77, Studies in Logic and the Foundations
of Mathematics, str. 199-209. North-Holland, Amsterdam, 1978.

2] T. Slaman. ¥,-bounding and A,-induction. Proc. Amer. Math. Soc., 132:2449-2456,
2004.


http://www1.cuni.cz/~svejdar/courses/ParisKirby78b.pdf

	Gödelùv dùkaz úplnosti predikátového kalkulu
	Modely Robinsonovy aritmetiky
	Pojem interpretace aritmetických teorií
	Dìlitelnost v okruzích
	Aritmetická úplnost modální logiky R
	Historie základních pojmù z teorie rekurzívních funkcí
	Probabilistické algoritmy pro prvoèíselnost
	Fragmenty aritmetiky a princip kolekce

