Cviceni ke kursu Vliastnosti axiomatickych teorii
(11. ledna 2025)

Cviceni

1. Necht P a @ jsou undrni a R bindrni predikat. Dokazte, ze nésledujici
sentence jsou logicky platné, ale obrétime-li (vnéjsi) implikaci, ve vSech pii-
padech vznikne sentence, ktera logicky platna neni:
Jz(P(z) & Q(x)) — FxP(z) & F=Q(x),
VaP(x) VVzQ(z) = Vo (P(x) V Q(x)),
JaVyR(x,y) — YyIxR(z,y),
Va(P(z) = Q(x)) = (YxP(x) — YaQ(x),
Va(P(x) = Q(z)) — (3xP(z) = J2Q(x)).

2. Jsou Vx(P(z) = YyP(y)), Jz(P(x) = VyP(y)) a Jx(3yP(y) — P(x)) logicky
platnymi sentencemi?

3. U téch sentenci z predchozich dvou cviceni, které jsou logicky platné, zdu-
vodnéte jejich dokazatelnost v hilbertovském kalkulu. Vyuzijte tautologické
dusledky a dokazatelnost tautologii, avsak obejdéte se bez véty o tiplnosti
predikatového kalkulu.

4. Dokazte, ze pro libovolné formule ¢ a ¥ a mnozinu formuli A plati A, ¢ = ¢,
pravé kdyz A = ¢ — .

5. Teorie T' a S jsou ekvivalentni, jestlize kazdy axiom teorie S vyplyva z T a
zaroven kazdy axiom teorie T' vyplyva z S. Dokazte, ze T a S jsou ekviva-
lentni, pravé kdyz maji stejné modely (tj. kazdy model teorie T je zaroven
modelem teorie S a naopak).

6. Necht ¢ je formule v jazyce L. Uvazujte podminky (i) existuje ¢islo n a

termy t1,..,t, jazyka L takové, ze formule ¢, (t1) V .. V vz (t,) je logicky
platnd, a (ii) formule 3z je logicky platnd. Zduvodnéte, ze z (i) plyne (ii),
ale opaéné tvrzeni (ii) = (i) obecné neplati.
Névod. Zvolte jazyk { P} a formuli P(x)—VvP(v). Protoze funkéni symboly
v jazyce nejsou, termy ty, .., t, musi byt proménnymi, feknéme z1, .., z,, kde
nékteré z; mohou byt totozné. Ale zadnd disjunkce tvaru \/,(P(z;)—=VYvP(v))
logicky platna neni.
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Tvrzeni, Ze je-li navic ¢ oteviend, pak podminky (i) and (ii) v pfedchozim
cvifeni jsou ekvivalentni, plati. Je znamé jako Hilbertova-Ackermannova
véta, ale v pfedndsce zminéné nebylo. Zduvodnéte, ze v této vété by se
nedalo vystacit s jedinym termem: je-li ¢ oteviend formule v jazyce L a
formule Jx¢p je logicky platna, pak nemusi existovat term t jazyka L takovy,
ze formule @, (t) je logicky platn4.

Névod. Uvazujte jazyk {P,F} s undrnim predikdtem a undrni funkeci, a
vezméte formuli P(z) V —P(F(x)). Term t musi mit tvar F("™)(2), kde z je
proménna.

K formuli ¢ z nédvodu k predchozimu cviceni najdéte n a termy tq,..,t,
jazyka L takové, ze formule @, (t1) V .. V p.(t,) je logicky platnd.

Necht T je teorie s jazykem {€} s jedinym bindrnim predikdtem a s axiomy
VaVy(Vo(v €z = v EyY) = T =1y),

JxVo-(v € z),

VaVydVo(v €x Vv =y — v € 2).

(a) Dokazte pomoci koneénych modelt, ze Vz(x & x) a ~3aVu(v € z) jsou
sentence nedokazatelné v 7T'.
(b) Dokazte, Ze zaddny z axiomu teorie T neni dokazatelny z ostatnich dvou.

Uvazujte teorii T' s prazdnym jazykem a prazdnou mnozinou axiomu. Popiste
vSechny jeji modely. Najdéte jeji rozsiteni S v tomtéz (prazdném) jazyce,
které je bezesporné a nemé zadné koneéné modely.

Pro kazdou ze struktur (N, <), (Z, <) a (Q, <) najdéte sentenci, kterd v ni
plati, ale neplati v ostatnich dvou. Lze také struktury R a Q odlisit platnosti
néjaké sentence? A co struktury (Z,+) a (Q,+)?

Dokazte, Ze struktury (R, <) a (R — {0}, <) spolu nejsou izomorfni, ale jsou
elementarné ekvivalentni.

Néavod. V prvni z nich ma kazda neprazdna shora omezend mnozina supre-
mum. O druhé to pravda neni. Obé struktury jsou modely téze Gplné teorie.

Zdtvodnéte s uzitim Vaughtova testu, ze teorie S z cviceni 10 je tplna.

Dokaite, zZe je-li teorie T' ekvivalentni (ve smyslu cviceni 5) s néjakou konec-
nou mnozinou sentenci, pak je ekvivalentni i s vlastni kone¢nou podmnozi-
nou. Vyvodte z toho, ze teorie z cviceni 10 neni konecné axiomatizovatelna.
Ani teorie SUCC neni konecné axiomatizovatelna.

Dokazte ze kdyz tfida C struktur pro urcity jazyk je axiomatizovatelnd a jeji
komplement —C (tj. tfida vSech struktur pro tyz jazyk, které nejsou v C) je
také axiomatizovatelny, pak C i —C jsou dokonce konec¢né axiomatizovatelné.
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Dokazte, ze trida vSech souvislych neorientovanych grafa, chapanych jako
struktury pro jazyk s binarnim predikdtem jako jedinym symbolem, neni
axiomatizovatelna.

Uvazujte tiidu vSech struktur (D, P) pro jazyk s jednim unérnim predika-
tem takovych, ze P i D — P jsou nekonecné. Dokazte, ze tato trida je
axiomatizovatelna. Je konecné axiomatizovatelna? Rozhodnéte, pro kterd s
je prislusnd teorie k-kategoricka.

Zduvodnéte, Ze teorie, kterd ma jazyk {+,0,S} a axiomy

Ql: VaVy(S(z) = S(y) =z =y)
Q2: Va(S(z) # 0)

Q3: Va(z # 0— Jy(S(y) = )
Q4: Ve(x +0=z)

Q5: VaVy(z + S(y) = S(z +y)),

je konzervativnim rozsifenim teorie s axiomy Q1-Q3.

Stejnym postupem dokazte, ze pridanim axiomia Q4 a Q5 k SUCC vznikne
teorie, kterd je konzervativnim rozsifenim teorie SUCC. Totéz dokazte jed-
noduseji na zakladé tohoto faktu: kaZdé bezesporné rozsireni uplné teorie je
konzervativni. Tento fakt zduvodnéte. Vysvétlete, Ze tedy i Th((N,+,0,s))
je konzervativnim rozsitenim teorie SUCC. Zduvodnéte, ze toto posledni tvr-
zeni nelze dokazat metodou z predchoziho cvi¢eni: struktura (N, 0,s)+(Z,s)
nemé zadnou expanzi, kterd je modelem teorie Th({N, +,0,s)).

Névod. Scitani v dané strukture nelze definovat tak, aby platily sentence
Vedy(zx=y+y Va=Sly+y)) aVaVyVz(z+z =24y — = =1y).

Dokazte, ze kazdé prirozené ¢éislo je definovatelnym prvkem struktury (N, <).
Necht déle R je relace {[a,b]; |a —b| = 1}. Dokazte, ze i ve struktute (N, R)
je kazdé prirozené ¢islo definovatelnym prvkem.

Uzijte Postovu vétu k dikazu, ze kdyz X C N? a Y C N? jsou RE mnoziny
takové, Ze X UY je rekurzivni a X NY =0, pak X i Y jsou rekurzivni.

Dokazte, ze kdyz f : N — N je rostouci rekurzivni funkce, pak Rng(f) je
rekurzivni mnozina.

Hint. Nejprve dokazte indukei, ze Vn(n < f(n)). VyuZijte omezené kvanti-
fikatory.

Dokazte, ze kdyz R C N? je ekvivalence, kterd mé pouze koneéné mnoho
t¥id (t¥id ekvivalence) a je RE, pak R je dokonce rekurzivni.
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Névod. Necht A;.., A, je seznam vSech tf{d ekvivalence R. Zduvodnéte
podrobné nésledujici fakta. Kazda A; je RE, jeji komplement také a ze
seznamu Aj .., A, 1ze relaci R definovat rekurzivni podminkou.

Dokazte, ze rovnost Thm(7T) = ({ Thm(S) ; S je Gplné rozsiteni T } plati
pro libovolnou teorii T'. Na zdkladé toho zduvodnéte, ze kdyz teorie T' mé
pouze konecné mnoho navzajem neekvivalentnich iplnych rozsiteni v tomtéz
jazyce a vSechna jsou rozhodnutelnd, pak T je rozhodnutelna. Pouzijte tento
fakt k dukazu, ze teorie vznikla z teorie DNO odstranénim axiomu tykajicich
se nejvetsich a nejmensich objektl je rozhodnutelna.

Névod. Dand teorie mé pouze Cty¥i Uplnd rozsiteni (nejvétsi objekt exis-
tuje, nebo neexistuje, a nezavisle na tom, nejmensi objekt existuje, nebo
neexistuje) a na vSechna lze aplikovat Vaughtuv test.

Dokazte, ze kazda rekurzivni mnozina je m-preveditelna na kazdou mnozinu,
ktera je neprazdnd a mé neprazdny doplnék. Zduvodnéte, ze kdyz A je m-
prevediteln na (), pak A = ), a kdyZ A je m-preveditelni na N, pak A = N.

Necht Y C N je RE nerekurzivni mnozina. Zduvodnéte, ze X = {2n;n €Y}
je také RE a nerekurzivni. Uvazujte jazyk {0, S, P}, kde P je undrni predikat.
Necht T je teorie, jejiz mnozina axiomu je SUCCU{ P(m); n € X }. Necht
S je (T + VxP(z)). Ktera z teorii T a S je rekurzivné axiomatizovatelna?
Kterd z nich je konzervativnim rozsitenim teorie SUCC? Kterd z nich je
uplna? A kterd z nich je rozhodnutelna?

Névod. Zduvodnéte, ze napiiklad sentence Jz(P(z) & P(S(x))) je nezavisla
na 7. Dale zdtvodnéte, ze S pripousti eliminaci kvantifikadtort.

Dokazte, ze pro kazdou dvojici RE mnozin A a B existuji RE mnoziny X a Y
takové, ze XUY = AUB, XNY =0,A—-BCXaB-ACY.

Vyvodte z predchoziho cviceni, ze disjunktni II; mnoziny A a B jsou vzdy
rekurzivné oddélitelné, tj. existuje k nim rekurzivni mnozina D takova, ze
ACDaDNB=0.



