Vybrand témata z vycislitelnosti: handout, otazky
(22. kvétna 2026)

Definice turingovské preveditelnosti

Mnozina A C N je rekurzivné spocetnd v mnoziné B C N, coz piseme A € RE(B),
jestlize existuje ternarni relace R € RE takova, ze

A={z; Judv(R(z,u,v) & D, CB & D, C —B) }.
Neboli jestlize existuje ¢islo e takové, ze
A={z; uv(z,u,v] e W® & D,CB & D, C —B)}, (5)

coz lze jesté s pomoci Turingova predikatu napsat tak, aby vsechny podstatné
kvantifikatory byly pred zavorkou:

A={z; IuFvIw(Ts(e,z,u,v,w) & D, C B & D, C —B) }. (6)

Ovsem kvantifikator Jw lze ekvivalentné napsat jak dovnitt zavorky, tak pred
ni. Z (5) nebo (6) lze odvodit enumeraci mnozin, které jsou v RE(B):

W2 ={z; Juiv([z,u,v] e WP & D, C B & D, C —B) }.

Tuto enumeraci mnozin lze zfejmym zpusobem rozsifit na enumeraci k-arnich
relaci. Coz by bylo uzite¢né, kdybychom se pustili do dikazu, ze systém pod-
minek, které jsou rekurzivné spocetné v B, je uzavien na &, V, 3 a omezenou
kvantifikaci. Rekneme, ze A C N je rekurzivni v mnoziné B C N nebo ze A je
turingovsky preveditelnd na B, a piSeme to A <t B, jestlize Ai —A je v RE(B).

Cviceni

1. Zduvodnéte, ze pro kazdou mnozinu B plati, ze B, —B a kazdd A € RE je
v RE(B). Takze < je reflexivni a pro kazdou mnozinu B plati —B < B.

2. Zduvodnéte, ze kdyz A € RE(B) a B je rekurzivni, pak A € RE. Pouze
rekurzivni mnoziny jsou tedy preveditelné na rekurzivni mnozinu.

3. Zduvodnéte, ze mnozina { z; x € W2 }, které se fikd skok mnoziny B, je,
ale jeji komplement neni v RE(B).
Friedbergova-Muchnikova véta

Existuji RE mnoziny A a B takové, ze A L1 B a B £1 A.



Procedura v dukazu

Volné ¢islo je takové, ze ono ani zadné vétsi nem4a znaménko ani marker.

Stadium 2n

Umisti marker k prvnimu volnému cislu v levém seznamu.
Ozna¢ G mnozinu vsech Cisel, kterd v pravém seznamu maji +. Necht yq,..,yn
jsou &isla oznadena markery [LOJ, . .,[Ln]. Najdi nejmensi = takové, 7e y, nema + a

Ju<nIv<nIw<n(Ts(z, Yz, u,v,w) & D, CG & D, C —G), (1)

neboli takové, Ze nalezeni ¢isla y,, do W ma svédky mensi nez n. Neexistuje-li
takové x, pokracuj ke stadiu 2n + 1.
Vlevo pfipi§ znaménko + k y,. Vpravo pfipis znaménko — ke vSem prvkim mnoziny

U{ Dy;v<n & Fu<nIw<n(Ts(z, Yz, u,v,w) & D, CG&D, C -G)}, (2)

Cili k tém &islim, kterd se mozna negativné uplatnila pfi potvrzeni, ze y,, € W¢.
Vpravo odstéhuj viechny markery pro i > x dolii k volnym &islim (se
zachovanim pofadi a bez vynechavani).

Stadium 2n + 1

Umisti marker k prvnimu volnému ¢&islu v pravém seznamu.
Oznal I mnozinu vsech Cisel, kterd v levém seznamu maji +. Necht zo, .., 2, jsou
&isla oznagend markery [R0], .. ,[Rn]. Najdi nejmensi 2 takové, Ze z, nema + a

Ju<nIv<nIw<n(Ts(x, 24, u,v,w) & D, CF & D, C —F), (3)

neboli takové, Ze nélezenf ¢&isla z, do W1 ma svédky mensi nez n. Neexistuje-li
takové x, pokracuj ke stadiu 2n + 2.
Vpravo pripis znaménko + k z,. Vlevo pripis znaménko — ke vSem prvkidim mnoziny

U{ D,;v<n & FJu<nw<n(Ts(z, 2z, u,v,w) & D, CF&D, C —F)} (4)

a odstéhuj vsechny markery pro i > x dold k volnym ¢&islim (se zachovanim
poradi a bez vynechavanf).

Dukaz véty

Oznac¢me A vsechna ¢isla, kterd v levém seznamu nékdy dostanou +, a B vSechna
¢isla, kterd v pravém seznamu nékdy dostanou +. Je jasné, ze A a B jsou
RE mnoziny. Zaroven pozorujme, ze + se pridéluje ¢islu, které predtim znaménko
nemélo nebo mélo —. Takze — se muze zménit na +. Ale jednou pridélené + se
uz nikdy neméni ani nemizi. Mnoziny F' a G jsou v kazdém stadiu konec¢né.
Markery se mohou stéhovat, ale se zachovanim poradi: markery s vyssim
indexem jsou pridéleny k vétsim ¢islim. Pokud je marker odnékud odstéhovan,



nemuze se tam uz objevit jiny marker. Znaménko + miize byt pfipsano pouze
k ¢islu, které pravé ma marker. Pripsani znaménka + k ¢islu oznac¢enému mar-
kerem znamené odstéhovani markert pro ¢ > x, a pripsani znaménka +
k ¢islu oznaéenému markerem znamené odstéhovani{ markeru pro i > .
Nahlizeno z druhé strany to znamena, Zze marker se stéhuje nejvyse jednou
pro kazdou pozici nékterého markeru pro i < z, kdezto marker se steé-
huje nejvyse jednou pro kazdou pozici nékterého markeru pro ¢ < z. Takze
marker se nikdy nestéhuje, marker se stehuje nejvyse jednou, a obecné
kazdy marker se stéhuje nejvyse koneénékrat. Oznacme f(x) findlni pozici mar-
keru a ozna¢me g(z) findlni pozici markeru [Rz]. Tvrdime a ovéifme, Ze
Ve(f(z) e A & f(x) e WE) aVa(g(zx) € B & g(z) € W2).

Necht f(z) € A. To znamend, Ze v néjakém sudém stadiu byl marker pri-
délen k ¢islu f(z) a uz tam zistal. V tomtéz nebo pozdéjsim stadiu 2n ¢islo f(x)
hralo v procedufe roli ¢isla y, spliujictho podminku (1). Existuji tedy ¢isla w,
v a w mensi nez n, kterd ve stadiu 2n spliiovala podminky Ts(z,y.,u, v, w),
D, € G aD, C —G. Mnozina D,, je jednou z mnozin, které vystupuji ve sjedno-
ceni (2). Takze vSechny jeji prvky dostaly ve stadiu 2n znaménko —. Marker
pro ¢ > x v budoucnu nezméni zadné z téchto znamének, protoze ve stadiu 2n
byl odstéhovan. Marker pro ¢ < z jiz nevygeneruje zadné +, protoze to
by odstéhovalo marker [Lz], takZe f(x) by nebyla jeho findlni pozice. Viechna
znaménka — pridélend ve stadiu 2n prvkiam mnoziny D, jiz zustanou zacho-
vana, takze plati D, C —B. Protoze D, C G C B, ¢isla u, v a w demonstruji,
ze f(x) e WE.

Necht naopak f(z) € WE. Mame tedy u, v a w takova, ze Ts(x, Yy, u, v, w),
D, € BaD, C —B. V nékterém dost vysokém stadiu 2n poprvé nastane to, ze
u<n,v<naw<n a pritom vSechny prvky mnoziny D,, jiz maji plus. To uz
pak plati porad. Takze x v tom a v kazdém dals$im stadiu spliiuje podminku (1).
Takze v tomto nebo mozna o néco pozdéjsim sudém stadiu se = stane nejmensim
¢islem spliujicim podminku (1), a f(x) ¢ili y, dostane +.

Ovéteni druhé ekvivalence (pro funkci g) je naprosto analogické. A zdvér
je z toho nasledujici. Cislo f(x) je v mnoziné A N W2 nebo v komplementu
mnoziny AUWZ,| takze —A # WE. Toto plati pro kazdé z, takze —A ¢ RE(B).
A analogicky, —B ¢ RE(A).

Otazky

1. Aritmetickd hierarchie. Univerzalni relace pro tridu X,,.

2. Véta o parametrech a nékteré jeji aplikace. Kazd4 z mnozin K, Unb a Tot
je na své urovni m-kompletni.

3. Vlastnosti produktivnich mnozin. Kreativni mnoziny.



4. Konstrukce jednoduché (simple) mnoziny. Jednoduchd mnozina neni rekur-
zivni ani m-kompletni.

5. Myhillova véta. M-stupen jednoduché mnoziny sestava z nekonec¢né mnoha
1-stupnt.

6. Cylindry, ekvivalentni definice.

7. Kazd4d RE mnozina, na kterou je m-preveditelnd mnozina K, je cylindr.
Kazda m-kompletni mnozina je tedy 1-kompletni.

8. T-pfeveditelnost a Friedbergova-Muchnikova véta.
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