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Seznam témat

1 Autoreference Tradi¢ni ditkaz Prvni Gédelovy véty je zalozen na autoreferenc¢ni kon-
strukci zvané Godelova sentence, tj. na sentenci, kterd o sobé tvrdi ja jsem nedokazatelna.
Dalsi dilezité autoreferencni sentence jsou napiiklad Rosserova nebo Henkinova sentence.
Diilezité vlastnosti axiomatickych teorii, vyjadiené v Prvni Godeloveé vété a v Rosserove
véte, lze dnes dokazat jinak a mozna i nazornéji nez pomoci autoreference, avsak jako lo-
gickd metoda je autoreference zajimava potrad. Lze se napriklad ptat, zda sentence dana
autoreferencni konstrukei je urcena jednoznacné, tj. zda dvé sentence, z nichz kazda tvrdi
o sobé dokazatelné v néjaké teorii 7', Ze je nedokazatelna, musi spolu dokazatelné v téze
teorii T' byt ekvivalentni. Nebo zda ty vlastnosti autoreferen¢ni sentence, kvili kterym byla
sestrojena, naptiklad nezavislost na teorii 7', 1ze dokazat uz v teorii T'. Existuje vice variant
véty o autoreferenci, naptiklad autoreference v mnozném cisle, kdy kazda z nékolika nebo i
nekoneéné mnoha sentenci tvrdi néco o sobé a o ostatnich.

[1] M. H. Lob. Solution of a problem of Leon Henkin. J. Symbolic Logic, 20:115-118, 1955.

2 Logika dokazatelnosti je modalni vyrokova logika, jejiz aritmetickd sémantika je
zaloZena na tom, ze nutnost se chape jako formalni dokazatelnost v néjaké axiomatické teo-
rii. Axiomy logiky dokazatelnosti jsou zaloZeny na podminkidch D1-D3 pro dokazatelnost
formulovanych v ¢lanku [1] pfedchoziho tématu 1. Logika dokazatelnosti poskytuje vhled
do dikazu Druhé Godelovy véty o netplnosti a do fungovani nékterych autoreferenc¢nich
konstrukei, a umoziiuje také naptiklad odpovédét na otédzku po jednoznacénosti (nékterych)
autoreferenc¢nich sentenci. Na druhé strané, tato logika ma také kripkovskou sémantiku po-
dobnou sémantice ostatnich bézné studovanych modalnich logik, 1ze na ni aplikovat metody
bézné ve studiu modalnich logik a je zajimava i tfeba z diitkazové teoretického hlediska nebo
z hlediska vypoctové slozitosti. Téma muze nebo nemusi byt spojeno s nasledujicim téma-
tem 3 nebo s predchozim tématem 1.

[1]  G. Boolos. The Logic of Provability. Cambridge University Press, 1993.

[2] V. Svejdar. On provability logic. Nordic Journal of Philosophical Logic, 4(2):95-116,
2000.

3 Aritmeticka aplnost logiky dokazatelnosti R. Solovay [1] nalezl dikaz tplnosti
logiky dokazatelnosti viic¢i aritmetické sémantice. Je zajimavy tim, ze k dikazu dilezité
vlastnosti logiky dokazatelnosti, ktera byla vytvorena jako nastroj ke studiu autoreference, se
opét pouziva autoreference (v mnozném ¢isle), a to pozoruhodnym a netrividlnim zpisobem.
Vétu o uplnosti logiky dokazatelnosti lze interpretovat tak, ze logika dokazatelnosti vérnée
modeluje uvazovani o (nékterych) autorerencnich sentencich a o sentencich vyjadiujicich
bezespornost.

[1] R. M. Solovay. Provability interpretations of modal logic. Israel J. Math., 25:287-304,
1976.

[2] V. Svejdar. Logika: neiplnost, sloZitost a nutnost. Academia, 2002.
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4 Né&co o metamatematice teorie mno%in nebo Peanovy aritmetiky Clanek [3]
je dnes zajimavy spise z historického hlediska. AvSak lze z néj vycist snadny sémanticky
dikaz, ze GB (nékdy se znaci NBG) je konzervativnim rozsifenim ZF. Déle je v ném dilezité
pojednéani o neobsaditelnych ¢islech, ze kterého plyne, ze Kelly-Morseova teorie mnozin KM
neni konzervativnim rozsitenim ZF a ze v GB nelze dokazat indukci pro vsechny formule. To
posledni souvisi s faktem, ze ne kazda formule urcuje v GB t¥idu.

V knize [2] (méla by byt v knihovné MFF UK, Sokolovska 83) by nas mohl zajimat
princip reflexe, ktery lze pouzit k dikazu, ze ZF neni kone¢né axiomatizovatelna.

Lze navrhnout teorii, ktera se znaci ACAq a ktera se ma k Peanové aritmetice stejné, jako
se ma GB k ZF.

[1] P. Hajek a P. Pudlak. Metamathematics of First Order Arithmetic. Springer, 1993.

[2] T. Jech. Lectures in Set Theory with an Emphasis to the Method of Forcing. Springer,
Berlin, 1973.

[3] P. Vopénka a P. Hajek. Existence of a generalized semantic model of Godel-Bernays set
theory. Bulletin de I’Academie Polonaise des Sciences. Série des sciences math., astr.,
et phys., XX1(12), 1973.

5 Eliminovatelnost fezu v klasické predikatové logice Ditikaz véty o eliminovatel-
nosti ezt (kazdy sekvent dokazatelny v gentzenovském kalkulu je v tomto kalkulu dokaza-
telny i bez uziti pravidla fezu) lze najit v [1], [4] a v [3]. V Barwisové kapitole [3] je navic
vypracovan horni odhad, tj. je tam stanoveno, jak maximalné se dikaz prodlouzi, jsou-li
z néj eliminovany fezy. Toto je ale udélano pro zvlast upraveny (ne zcela pfirozeny) kal-
kulus. V diplomové praci [2| a pozdéji také v mé knize je eliminovatelnost fezti s hornim
odhadem podéna i pro bézny kalkulus.

[1] S. C. Kleene. Introduction to Metamathematics. D. van Nostrand, 1952.

[2] 1. Kylar. Eliminace fezu v klasické predikatové logice. Diplomova préace, Filozoficka
fakulta University Karlovy, katedra logiky, 2000.

[3] H. Schwichtenberg. Proof theory. V J. Barwise, editor, Handbook of Mathematical
Logic, kapitola D2. North-Holland, 1977.

[4]  G. Takeuti. Proof Theory. North-Holland, Amsterdam, 1975.

6 Spodni odhad pro eliminaci Ffezti P. Pudlak nalezl velmi pékny dikaz, Zze horni
odhad, o kterém je fe¢ v pfedchozim tématu, je optimalni nebo blizky optimalnimu. Opti-
malnost znamena, ze nékteré dikazy se eliminaci fezii nesmirné prodlouzi. Pudlaktav dikaz
je v praci [2] pfedchoziho tématu. Velmi strucné je také v Bussové [1], néco lze vyéist i z mych
poznamek ke kratkému kursu. K tématu lze pravdépodobné nalézt dalsi (novéjsi a presnéjsi)
zdroje.

[1] S. R. Buss, editor. Handbook of Proof Theory. Cislo 137 fady Studies in Logic and the
Foundations of Mathematics. Elsevier, 1998.
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7 Gentzenuv dikaz bezespornosti Peanovy aritmetiky Gentzenovsky kalkulus je
mozné navrhnout nejen pro vyrokovou ¢i predikatovou logiku a pro nékteré dalsi logiky,
napiiklad pro logiku dokazatelnosti, ale i pro Peanovu aritmetiku, a metodou eliminace
fezli pak ukézat, Ze Peanova aritmetika je bezesporna. Vyznam tohoto dikazu je v tom,
ze ukazuje, co presné staci k dikazu bezespornosti Peanovy aritmetiky: ordinalni indukce
do éisla gy. Citelny diikaz je v knize [4] tématu 5. Jiny diikaz, ktery jsem nestudoval, je
ve Schwichtenbergové kapitole [3|. Dobfe ¢itelné jsou pry také Gentzenovy puvodni clanky
a noveé je k dispozici kniha A. Horské [1].

[1] A. Horskd. Where is the Gddel-point hiding: Gentzens Consistency Proof of 1936 and
His Representation of Constructive Ordinals. SpringerBriefs in philosophy. Springer,
2013. 77 pages.

8 Fragmenty aritmetiky a princip kolekce V ¢lanku [1] se zkoumaji vztahy mezi
tzv. silnymi fragmenty Peanovy aritmetiky, tj. teoriemi, které misto schématu indukce maji
nasledujici axiomaticka schémata:

I Vy(e(0,y) & Va(o(z, y) — ¢(S(x),y)) = Voe(r,y), ¢ €y
(normalni indukce, ale jen pro formule, jejichz slozitost je nejvyse %,,), a
BY,: VyVz(Vu<zIvp(u,v,y) — IwVu<zIv<we(u,v,y)), ¢ € Ly,

(schéma kolekce pro tytéz formule). Informace o téchto teoriich je také v knize Hajek—Pudlak
z tématu 4 a ve cvicenich mé knihy.

[1] J.B.Parisa L. A. S. Kirby. ¥, -collection schemas in arithmetic. V' A. Macintyre, L. Pa-
cholski a J. Paris, editofi, Logic Colloquium ’77, Studies in Logic and the Foundations
of Mathematics, str. 199-209. North-Holland, Amsterdam, 1978.

9 Néco o neklasickych logikach Méné bézné neklasické logiky jsou napiiklad modéalni
logika S4.3, Visserova logika, nebo rozsiteni logiky S4 o Grzegorczyktuv axiom.

10 Dobra uspofadani v teoretické informatice Clanek [1] uvaZzuje uziti dobrych
usporadani k dikaziim korektnosti algoritmii. Téma je od ostatnich trochu vzdalené, ale na
letmé prohlédnuti se mi zdalo, ze ¢lanek je lehky a opravdu dobie napsany. Logicky by toto
téma mohlo patfit pfed Gentzentiv ditkaz bezespornosti aritmetiky.

[1] N. Dershowitz a Z. Manna. Proving termination with multiset orderings. Communi-
cations of the ACM, 22:465-476, 1979.

11 Matematickad netplnost v Peanové aritmetice Po dlouhou dobu byla Druha
Godelova véta jedinym zdrojem konkrétnich tvrzeni nezavislych na Peanové aritmetice. Az
koncem sedmdesatych let 20. stoleti byla nalezena matematickd tvrzeni nezavisla na PA. Slovo
“matematicky” je zde v protikladu k “logicky”; tvrzeni, ze PA je bezesporna, lze oznacit za
logické, kdezto matematicka tvrzeni maji byt o ¢islech, nikoliv o diikazech sporu.

Jednim z matematickych tvrzeni nezavislych na PA je Paris-Harringtoniv princip, ktery
vznikl modifikaci Ramseyovy véty. Nazev tohoto tématu je prevzat z [2].

[1] R. Kaye. Models of Peano Arithmetic. Oxford University Press, 1991.

[2] J. B. Paris a L. Harrington. A mathematical incompleteness in Peano arithmetic. V
J. Barwise, editor, Handbook of Mathematical Logic, kapitola D8. North-Holland, 1977.
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12 Dodatky k intuicionistické logice Riuzné dikazy uplnosti vyrokové logiky vici
kripkovské sémantice, zobecnéni kripkovské sémantiky na predikatovou logiku, rozhodnutel-
nost vyrokové logiky, interpretace klasické logiky v intuicionistické.

[1] R. Dyckhoff. Contraction-free sequent calculi for intuitionistic logic. J. Symbolic Logic,
57:795-807, 1992.

[2] V. Svejdar. On sequent calculi for intuitionistic propositional logic. Comm. Math. Univ.
Carolinae, 47(1):159-173, 2006.

13 Pojem interpretace a interpretovatelnost axiomatickych teorii Tvrzeni tvaru
je-li teorie S bezespornd, je bezesporné i jeji rozsiteni o axiom @, nebo obecnéji je-li teorie S
bezesporna, je bezespornd i teorie T, se Tika tvrzeni o relativni bezespornosti. Pfirozenou
metodou pro dikaz relativni bezespornosti je konstrukce interpretace (jedné teorie v druhé).
Interpretovatelnost axiomatickych teorii je zhruba od 70. let minulého stoleti zajimavym
predmétem vyzkumu, k némuz vyznamné prispél Petr Hajek a dalsi cesti logikové. Peanova
aritmetika PA s dodateénym axiomem Con(w) neni interpretovatelnd v PA (véta 4.5.8 v mé
knize), kdezto PA s dodatetnym axiomem —Con(7) interpretovatelnd je. Obé tvrzeni lze
chapat jako zobecnéni druhé Godelovy véty o netplnosti.

14 Aplikace prostych mnozin v logice O tom je v knize [1] nékolik zminek.
[1] P. Odifreddi. Classical Recursion Theory. North-Holland, Amsterdam, 1989.

15 Hilbertav program Smorynského ¢lanek mé asi 60 stranek, obsahuje zajimavé his-

Vv

na znalost anglictiny.
[1] C. Smoryniski. Hilbert’s programme. CWI Quarterly, 1(4), 1988.

16 Algoritmy s orakulem Ordkulum pro mnozinu B C N je myslenad ¢erna skfinka
(nebo snad “periferni zafizeni”), které rozhoduje o nélezeni do B. Mnozina A je turinovsky
preveditelna na B, symbolicky A <t B, jestlize naleZeni do A lze rozhodovat algoritmem,
ktery miize vyuzivat orakulum pro B. Kdyz A je m-pfeveditelna na B, pak platii A <t B.
Referat by mohl probrat rtzné (ekvivalentni) definice relace <p. Jednu z definici lze
postavit na tomto: A je rekurzivné spocetnd v B, jestlize existuje mnozina R € RS tak, ze

A={z; Juv((z,u,v) e R & D,C B & D, C B) },

kde { D, ; u € N } je enumerace vSech koneénych mnozin pfirozenych ¢isel. Déale by re-
ferat mohl zahrnout Friedberg-Muénikovu vétu (pfehledny diikaz je v Rogersové knize a v
praci [2]): existuji RS mnoziny, které jsou turingovsky nesrovnatelné. Mnoziny turingovsky
nesrovnatelné jsou ovSem nesrovnatelné i vic¢i m-preveditelnosti.

[1] F. Bartik. Alternativni definice Turingovské preveditelnosti. Roénikova prace, Filozo-
ficka fakulta Univerzity Karlovy, katedra logiky, 2007.

2] A. Horska. Friedberg-Muchnikova veta. Ro¢nikova préce, Filozoficka fakulta Univerzity
Karlovy, katedra logiky, 2007.

[3] H.Rogers, Jr. Theory of Recursive Functions and Effective Computability. McGraw-Hill,
New York, 1967.
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17 Neefektivnost rezoluc¢niho kalkulu Definujme délku vyrokové formule jako pocet
vSech vyskyti vyrokovych atomi a logickych spojek a uvazujme tvrzeni tvaru k vyrokovému
kalkulu C existuje polynom p tak, Ze kaZdd vyrokovd tautologie delky n md v kalkulu C
dikaz, jehoZ délka je nejuyse p(n). Toto tvrzeni lze chépat tak, ze kalkulus C je efektivni.
Vseobecné se soudi, ze toto tvrzeni je nepravdivé pro kaZdy kalkulus C, tj. Ze kazdy vyrokovy
kalkulus je neefektivni. Dokazano to ale neni. Dokonce i pro bézné uzivané kalkuly je toto
tvrzeni otevienym problémem! Ve vSech z nésledujicich zdroju lze nalézt Hakentv dikaz,
ze rezolucni kalkulus je neefektivni. Neni tam zadna hluboka teorie, zato dost pocitani se
zlomky a s kombinac¢nimi ¢isly.

[1] A. Haken. The intractability of resolution. Theoretical Comput. Sci., 39:297-305, 1985.

[2] S. R. Buss. Weak Formal Systems and Connections to Computational Complexity.
Lecture Notes for a Topics Course, University of California, Berkeley, Jan.—-May 1988.

[3] J. Walter. Neefektivnost rezolu¢niho vyrokového kalkulu. Roénikovéa préace, Filozoficka
fakulta University Karlovy, katedra logiky, 2000.

18 Dalsi neefektivni kalkuly pro klasickou vyrokovou logiku Dalsi z mala kalkuli,
o kterych je dokazano, Ze jsou neefektivni, ¢ili ze nékteré tautologie v nich maji pouze velmi
dlouhé dtikazy, je gentzenovsky vyrokovy kalkulus, ve kterém se neptipousti pravidlo fezu a
ve kterém se ditkazy povazuji za stromy. To se cituje jako vysledek G. Takeutiho, prehledny
dikaz lze vydcist ze skripta [2] v pfedchozim tématu. T. Auer vypracoval jiny dikaz, Ze
nékteré tautologie maji pouze velmi dlouhé diikazy. Tvrzeni v jeho diplomové praci je trochu
slabsi nez v Hakenové ¢lanku vyse, ale diikaz je mnohem piehlednéjsi a nazornéjsi.

[1] T. Auer. Slozitost vyrokovych ditkazi v rezoluci. Diplomové préce, Filozoficka fakulta
University Karlovy, katedra logiky, 2002.
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