Cviceni ke kursu Neuplnost a Godelovy véty
(25. kvétna 2026)

Cviceni

1.

Dokazte, ze kazda rekurzivni mnozina je m-preveditelna na kazdou mnozinu,
ktera je neprazdnéd a ma neprazdny komplement. Zduvodnéte, ze kdyz A je
m-preveditelnd na @), pak A = (), a kdyZ A je m-pieveditelnd na N, pak A = N.

. Uzijte fakt, ze kazd4 rozhodnutelna bezesporna teorie ma rozhodnutelné

zuplnéni, a dokazte, ze libovolnd teorie T je podstatné nerozhodnutelni,
pravé kdyz je podstatné neiplna.

Necht T3 je teorie Q — {Q1} a necht T5 je teorie Q — {Q2}. Zduvodnéte, ze
jak Ty, tak T mé koneény (dokonce velmi maly) model. Vyvodte z toho, Ze
ani jedna z téchto teorii neni podstatné nerozhodnutelna.

Dokazte, ze kdyz graf funkce f : N — N je Ag-definovatelny, pak existuje
Ag-formule y(y, x), kterd funkei f slabé reprezentuje v tom smyslu, Ze:

vnVm(m = f(n) = QFVy(y(y,n) = y=m)).

Z toho, ze autoreferen¢ni rovnice tvaru Q F ¢ = () mé feseni pro kazdou
formuli ¥(x), vyvodte, Ze i rovnice tvaru Q F ¢ = (@, =p) mé feseni pro
kazdou formuli ¥ (z1, z2). Tento fakt je ddle pouzit ve cvifenich 12 a 13.

Névod. Necht ~(y,z) slabé reprezentuje funkeci o — - (tj. funkei, kterd
k libovolnému textovému Fetézci pripiSe na zadatek negaci). Pracujte s for-

muli Jy(Y(z,y) & v(y, z)).

Nechf T je teorie splnujici pfedpoklady Prvni Gédelovy véty a nechf o je
¥;-sentence nezavisld na T'. Dokazte, ze (T + o) neni, ale (T'+ —0) je ¥1-ko-
rektni.

Tvrzeni, ze kazdé sudé ¢islo vétsi nez 3 je souctem dvou prvocisel, se nazyva
Goldbachova domnénka a neni o ném znamo, zda je pravdivé. Dokazte, ze
je-li toto tvrzeni nezavislé na PA, pak v N plati.

Necht M je model Peanovy aritmetiky a necht a je jeho nestandardni prvek.
Pak mnozina K = {b € M ; In € N(b < a") }, kterou miizeme schématicky
oznadit jako a¥, je uzaviend na operace, takze je nosnou mnozinou podstruk-
tury I modelu M. Dokazte, ze identicka funkce na K zachovava vsechny
Ag-formule, tj. ze K je Ag-elementarni podstrukturou modelu M. Z toho,
ze mocnina (se zékladem 2) je Ag-definovatelnd, vyvodte, ze K # M.
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Necht T' je bezesporné rozsiteni PA, necht 7(z) € ¥ je definice mnoziny T a
necht v je feseni rovnice T+ v=—Pr. (7). Dokazte, Ze pak PA + v — Con(7).
Vyvodte z toho, ze T I/ Con(T) — =Pr,(57).

Necht 7*(2) je formule 7(z) & Con(w). Dokazte podrobné, ze 7*(z) je de-
finice PA v N a ze PA F Con(7*). Pro¢ tento fakt neni ve sporu s Druhou
Godelovou vétou?

Necht 7(z) je formule m(z) V Jy<zProof,(=Con(w),y). Ovéite, ze 7(z) je
Ag-definice PA v N. Axiomy PA popisuje jako vSechny axiomy teorie 7 plus
vSechny sentence vét$i nez nejmensi dikaz sentence —Con(w), pokud takové
diikazy existuji. Dokazte, ze PA = Pr,(—=Con(w)) — —Con(7). Vyvodte z toho,
ze PA I/ Con(m) — Con(7). Jinak by totiz sentence Con(m + Con(m)), kterd je
PA-ekvivalentni s =Pr,(—Con(7)), byla dokazatelnd v (PA 4+ Con(r)).

Necht T je rozsifeni Q a necht 7(z) € Ay je definice mnoziny 7' v N. Zdu-
vodnéte podrobné, Ze jak sentence L (tj. sentence 0 # 0, neni-li L zdklad-
nim symbolem) tak sentence T (tj. 0 = 0) je FeSenim autoreferen¢ni rov-
nice T F ¢ = Vy(Proof (=@, y) — Jv<yProof (7, v)). Z toho je jasné, ze
obecnd véta o jednoznacné fesitelnosti autoreferencnich rovnic neplati.

Navod. Existuje m, pro které plati N = Proof,(T,m) a Q I Proof (T, m).
Na druhé strané, pro kazdé k plati N B Proof. (L, k) a Q - =Proof (L, k).
Pouzite schéma, které pro kazdé m tvrdi, ze m je srovnatelné s kazdym y.

Necht T je bezesporné rozsiteni PA, necht 7(z) € Ay definuje T' v N a necht
p je FeSeni rovnice T' + p = Vy(Proof (5, y) = Jv<yProof .(Zp, v)). Dokazte,
ze PA + Con(7)——Pr.(p)&—Pr,(5p), neboli ze ditkkaz nezdvislosti sentence p
lze formalizovat v PA. Této rovnici se tikd Rosserova rovnice a jeji feseni je
Rosserova sentence (teorie T').

Navod. Stacilo by predpokladat, ze T je rozsiteni Q, ale dikaz by byl obtiz-
néjsi. Nechf o je pomocnd sentence Jv(Proof . (Sp, v) & Yy <v—Proof (g, v)).
Pak T + o — p, coz je jedna z véci, se kterymi by v Q byla potiz. Déle
vyuzijte, ze PAF Pr.(6—=p), PAF o — Pr.(G) a PAF —p— Pr.(5p).

Navrhnéte dvé dodate¢na pravidla kalkulu GK pro pripad, Ze i spojka = se
povazuje za zakladni symbol. Pravidla maji mit vlastnost podformuli (sub-
formula property) a maji byt obracené korektni (Cemuz se nékdy ikd, ze
jsou invertibilni). Pro vysledny kalkulus pak plati véta o Uplnosti a véta o
eliminovatelnosti rezi.

Pro kazdé z nasledujicich schémat naleznéte dikaz v kalkulu GJ, nebo krip-
kovsky protipriklad na nékterou instanci:

(A— B) = (=B — —A), AV-A— (—mA— A),
(—\B—>—\A)—>(A—>B), —\—\A\/(ﬂ—\A—>A),
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(-—A — B) — (B — —A), (A— -—-B)— (-—A— —-—B),
( )

A—B)V(B—A), (A— ——-B)— --(A— B),
—\(A—>B)—>—\B7 _‘_‘(A—>B)—>(A—>—|—\B),

-(A— B) = A, A& (BVC)— (A& B)V (A& O),
-(A— B) = =4, AV (B&C)— (AVB)&(AV ),
(A— B)— ((mA— B)— B), A= (BVC)—= (A= B)V(A— (),
(A— B) = (-—A— ——B), -—(A & B) = (——A & ——B),

—-AV A, —=(=—A — A),

(mAV-—A— A)— A

Predpokladame, ze & a V maji vyssi prioritu nez —, takze napiiklad u
posledni formule neni nutné psat zavorku okolo =A vV ——A.

Koren kripkovského ramce definujme jako vrchol, z néhoz jsou dosazitelné
vSechny vrcholy ramce. Zdavodnéte, ze neni-li vyrokova formule intuicionis-
tickou tautologii, pak je nesplnéna v kofenu urcitého kripkovského modelu.

Amalgamace jako operace fungujici na rdmcich s kofenem je definovana né-
sledovné. Jsou-li K1,.., K, ramce s kofeny b1,..,b,, pak z nich utvoreny
ramec K sestava z disjunktniho sjednoceni ramcu K1, .., K, a jednoho do-
datecného vrcholu a, z néhoz jsou dosazitelné vSechny by, .., b, (takZe jsou
z n6j dosazitelné viibec vSechny vrcholy rdmce K, takze a je v K kofenem).
Zduavodnéte pomoci amalgamace, ze kdyz AV B je intuicionisticka tautologie,
pak alespon jedna z formuli A a B je intuicionistickd tautologie.

Formule je harropovskd, jestlize kazdy vyskyt spojky V se v ni nachéazi v roz-
sahu néjaké negace nebo v “levém rozsahu” néjaké implikace. Takze napri-
klad r — p V ¢ neni harropovskd formule. Kdyz A — B je harropovskd, pak
B musi byt harropovskd, ale A nemusi. Zduvodnéte, Ze je-li K ramec s kore-
nem a sestrojeny amalgamaci z ramcu K1, .., K, s kofeny b1, ..,b,, pak z K
Ize vhodnou volbou pravdivostnich hodnot atomu v a ziskat model, ktery
ma tuto vlastnost: kazda harropovska formule je splnéna v a, pravé kdyz je
splnéna ve vsech by,..,b,.

S uzitim predchoziho cvic¢eni dokazte toto: kdyz I' je mnozina harropovskych
formuli a AV B intuicionisticky vyplyva z I, tj. je v kazdém modelu splnéna
ve vSech vrcholech, ve kterych jsou splnény vsechny formule z I, pak alespon
jedna z formuli A a B intuicionisticky vyplyva z T

Zduvodnéte, Ze prestoze mnoZina {(——p — p) — (p V —p)} neni mnozinou
harropovskych formuli, tvrzeni z pfechoziho cviceni pro ni plati také (a ne-
vadi pti tom, kdyz se atom p vyskytuje v disjunkci A V B).

Névod. Amalgamaci aplikujte ne na dva, ale na tii modely, pricemz treti je
protipriklad na formuli =—p — p.
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Sekventovy kalkulus pro logiku K4 lze ziskat pridanim jediného (zddné levé
pravidlo potfeba neni) modédlniho pravidla (I',;0F = A) / (O = OA)
ke kalkulu GK. Podobné jako pravidla —rl a —rl kalkulu GJ, toto pra-
vidlo nepfipousti postranni formule. Zduvodnéte, Ze vysledny kalkulus je
korektni vuc¢i kripkovské sémantice logiky K4: je-li R tranzitivni a sek-
vent (I',0I' = A) plati ve vSech vrcholech modelu (W, R,|-) (v tom
smyslu, ze kdykoliv jsou v nékterém vrcholu splnény vsechny formule z mno-
ziny T UOT, pak je v ném splnéna i formula A), pak i sekvent (OI' = 0OA)
plati ve vsech vrcholech.

Dokazte, ze kalkulus z prechoziho cviceni je uplny vici sémantice logiky K4
(tj. vaci t¥idé vSech modeld (W, R, ||-), kde R je tranzitivni).

Névod. Modifikujte dikkaz pro kalkulus GJ. Na definici, ze sekvent je re-
levantni, jestlize je sestaven z podformuli formuli v sekventu (¥ = Q) a
nemd beziezovy dukaz, se nemusi nic ménit. Sekvent (I' = A) je saturo-
vany, jestlize pro néj plati

kdyz B& C je vI nebo BV C jev A, pak BiC jev I resp. v A,

o kdyz BV C je vI nebo B& C je v A, pak B nebo C jevI (v A),

o kdyz B— C jev T, pak B je v A nebo C jev T,

o kdyz B—Cjev A pak BjevI'aCjev A,

[¢]

(i zde predpoklddame, ze —A je zkratka pro A — L1). Lemma 1 pak plati
ve stejném tvaru jako v intuicionistické logice: pro kazdy relevantni sek-
vent (I' = A) existuje relevantni saturovany sekvent (Il = A) takovy, ze
I' CITa A C A. Relace R na mnoziné W vsech relevantnich saturovanych
sekventt se definuje takto: (I' = A) R (Il = A), pravé kdyZ pro kazdou
formuli OB € T plati {B,0B} C II. Lemma 2 pak plati ve stejném tvaru
jako v intuicionistické logice.

Relace R na mnoziné W je obrdcené fundovand (reversely well-founded),
jestlize pro kazdou neprazdnou mnozinu X C W existuji vrcholy x € X
takové, ze z x neni dosazitelny zadny prvek mnoziny X. Dokazte, ze tranzi-
tivni relace R na konecné mnoziné W je obracené fundovana, pravé kdyz je
antireflexivni (irreflezive, tj. plati pro ni Vz—(z R x)).

Dokazte, Ze je-li R tranzitivni a obrdcené fundovand, pak ve (W, R, ||—) plati
vSechny formule tvaru O(0OA — A) — OA, tj. vSechny instance Ldibova sché-
matu.

Dokazte, ze pridame-li k hilbertovskému kalkulu logiky K Lobovo schéma,
ve vysledném kalkulu jsou dokazatelné vSechny instance schématu 4.

Névod. Nejprve dokazte, ze O(A& B) je K-ekvivalentni s DA& DO B. Aplikujte
Lobovo schéma na formuli A & OA.



