Cviceni ke kursu Vycislitelnost, cast 11
(7. dubna 2012)

. (a) Pouzijte diagonalni metodu k ditkazu, Ze neexistuje spojita realna funkce dvou pro-
ménnych u : R?2 — R takovd, Ze kazdou spojitou funkci f jedné proménné lze ziskat
dosazenim vhodné konstanty za prvni proménnou funkce w.

(b) Rozhodnéte, zda existuje rekurzivni funkce dvou proménnych, ze které lze kazdou
rekurzivni funkci jedné proménné ziskat dosazenim vhodné konstanty za prvni promeén-
nou.

(c) Rozhodnéte, zda existuje realnd funkce dvou proménnych v : R? — R takovd, Ze
kazdou spojitou funkci f : R — R lze ziskat dosazenim vhodné konstanty za prvni
proménnou funkce wu.

Névod. Bod (c) je pro znalce kardinélni aritmetiky. Stanovte mohutnost mnoziny vsech
spojitych redlnych funkci jedné proménné. Uzijte pritom fakt, zZe spojita funkce je urcena
svymi hodnotami na racionalnich ¢islech.

. Musi byt funkce f primitivné rekurzivni, jestlize ma primitivné rekurzivni graf, je totalni
a plati Rng(f) € {0,1}7
Navod. Funkci f lze odvodit vétvenim podle primitivné rekurzivni podminky.

. Pokud castecna funkce je omezend konstantou a ma rekurzivni graf, musi mit rekurzivni
defini¢ni obor?

. (a) Je-li obecné rekurzivni funkce f jedné proménné prostd a na, pak i k ni inverzni
funkce f~! je obecné rekurzivni. Dokazte.

(b) Ke kazdé ¢astecné rekurzivni funkci a jedné proménné existuje ¢astecné rekurzivni
funkce [ takova, ze Dom(3) = Rng(a) a pro kazdé ¢islo x € Dom(() plati a(5(z)) = x.
Névod. V (b) pouzijte vétu o normélni formé. Necht e je index funkce . Cislo y takové,

ze a(y) = z, lze nalézt probiranim vsech ¢isel (y, w) a testovanim, zda T(e, y, w).

. Necht pro funkce f a g jedné proménné plati Vo (f(z) < g(z)), necht f ma primitivné
rekurzivni graf a nechf ¢ je primitivné rekurzivni. Pak i f je primitivné rekurzivni.
Dokazte.

Navod. UZzijte omezenou minimalizaci.
. Zménila by se trida vSech funkci odvoditelnych ze zédkladnich pomoci primitivni rekurze,

substituce a minimalizace, kdybychom prijali omezeni, Ze primitivni rekurze a minima-
lizace se sméji pouzit jen na totalni funkce?

Néavod. Pouzijte vétu o normalni formé.

. Rozhodnéte, zda graf a defini¢ni obor funkci o a 3 definovanych predpisem

a(z) ~ pyT(z,2,y) a Bx) =z2(uyT(z,2,y)),
kde z je konstantni funkce s hodnotou nula, jsou obecné rekurzivni.

Névod. Vsimnéte si, Ze pro funkci [ plati ekvivalence z € K < [z,0] € Graf(5).
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Necht f je odvozena jednim pouzitim minimalizace z funkce g, ktera je rekurzivni (tedy
totalni). Musi byt funkce f totalni? Musi mit obecné rekurzivni graf?

e Uvazujte tfidu vsech funkci, které jsou odvoditelné ze zakladnich pomoci vSech tii
operaci ale s omezenim, ze vSechny se sméji pouzit jen na totalni funkce. Obsahuje tato
tiida i néjaké netotalni funkce? Obsahuje tato tf¥ida vSechny obecné rekurzivni funkce?
Obsahuje tato tfida vSechny castecné rekurzivni funkce?

Néavod. Lze vyuzit dvé predchozi cviceni.

Rozhodnéte, zda plati: je-li A C N? rekurzivné spocetnd relace takova, ze Vo3IyA(z,y),
pak existuje rekurzivni funkce g takova, ze pro kazdé z plati g(z) = min{ y; A(z,y) }.
Névod. Uvazujte relaci A = { [z,y]; z e K V y > 1}.

Necht A je bindrni rekurzivné spocetna relace. Dokazte, Ze existuje ¢asteéné rekurzivni
funkce 5 (vybérova funkce pro relaci A), pro kterou plati

1B(z) & JyA(z,y), 1B(x) = A(z, B(x)).

Névod. Neni-li A rekurzivni, predpis G(z) ~ pyA(z,y) nedefinuje ¢astecné rekurzivni
funkci. Od A lze ale pfejit k rekurzivni ternarni relaci diky vété o projekci. Definujte

funkei ¢, ktera k = hleda ¢islo (y,w) takové, ze w je svédek pro nalezeni dvojice [z, y]
do A.

Rozhodnéte, zda nésledujici tvrzeni plati:
(a) Vzor rekurzivni mnoziny i pfes ¢asteéné rekurzivni funkei je rekurzivni.
(b) Obraz rekurzivni mnoziny pfes obecné rekurzivni funkei je rekurzivni.

Navod. Dokazte, ze K je vzorem, resp. obrazem rekurzivni mnoziny pies patii¢nou funkci.
e Necht R je binarni rekurzivné spocetna relace na N takova, Ze R je ekvivalence a méa
jen kone¢né mnoho tiid. Dokazte, ze R je rekurzivni.

Névod. Zduvodnéte, Ze je-li R rekurzivné spocetnd (mnozina dvojic), pak kazda jeji
tiida (t¥ida ekvivalence) je rekurzivné spocetnd mnozina (¢isel). Zobecnéte Postovu vétu
na kone¢ny pocet rekurzivné spocetnych mnozin. Nakonec zdivodnéte, ze kdyz kazda
z kone¢né mnoha tiid je rekurzivni, pak i R jako mnozina dvojic je rekurzivni.

Rekneme, Ze mnoziny A a B jsou rekurzivné oddélitelné, jestlize existuje rekurzivni mno-
zina D takova, ze A C D a DN B = (). V opa¢ném pripadé jsou rekurzivné neoddélitelné.
Dokazte, ze existuji disjunktni rekurzivné spocetné mnoziny, které jsou rekurzivné ne-
oddélitelné.

Néavod. Vyuzijte ¢asteéné rekurzivni funkei ¢, kterd nema totalni rekurzivni prodlouzeni.
O funkci v lze navic pfedpokladat, ze Rng(vy)) C {0, 1}.

e (Véta o parametrech) V kazdém z nasledujicich ptipadu rozhodnéte, zda existuje funkce
g s popsanou vlastnosti:

(a) Wg(x) :Kﬂ{o,l,..,l‘},
(b) Wy = Wa U {y},
(c) Wy = f "W, , kde f je rekurzivni funkce jedné proménné,
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. 0 kdyzzeK
(d) Wy _{ {z} jinak,

| N—{z} kdyzzeK
() W) = { {z}  jinak,

() Wy ={v; T(z,2,v) & Vu<v-T(x,z,u) },

(&) @y (v) = pwT(z, z,w)
(t.j. g(x) je index funkce, kterd nezavisi na vstupu v),

0 kdyz Vu<v-T(z,z,u)
T jinak,

(h) Qg (v) 2{
() Wy ={v; Vuso3wT(z,u,w) },

. [ N kdyizeK
() Wy _{ {z} jinak,

Névod. V piipadé (d) plati NE. Mnoziny {z; W) # 0} a K by byly rekurzivné spocetné
a navzajem komplementarni.
Operace @ je na mnozinach pfirozenych ¢isel definovana takto:

Ao B={2r;x€ A}U{2x+1;x€ B}
Dokazte, ze plati
(a) A<, A® B, B<,, A® B.
(b) Je-li X takova, 7ze A <,, XiB <,, X,pak A® B <, X.
Pro mnoziny A, B C N oznac¢me

AB={(z,y);z€ A& ye B},

kde kulaté zavorky oznacuji parovaci funkci (tedy A® B je mnozina ¢isel, nikoliv dvojic).
(a) Plati A <,, A® B pro kazdou dvojici mnozin A a B?
(b) Plati K& —-K <,, K® —K?
(c) Plati K& —K <, (K& —K)?
(d) Je K@ —K m-pfeveditelnd na nékterou z mnozin K a —K?
(

e) Je K® —K m-preveditelnd na nékterou z mnozin K a —K?

)
e Pro kazdou z nésledujicich mnozin rozhodnéte, zda K a —K je na ni m-pfeveditelna:

a) {z; W,=0},
b) {z; ¢, je totalni },

d) {z; W, je kone¢na },

(
(
(c) {z; W, je jednoprvkova },
(
(e) {x; W, je rekurzivni }.
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Névod. K neni pfeveditelnd na mnozinu v (a), protoZze komplement oné mnoziny je
rekurzivné spocetny. VSechny ostatni preveditelnosti plati a vétSinou lze vyuzit nékterou
z funkei z bodi (d)—(i) z cviceni 15.

e Dokazte, Ze mnoziny Tot = { z; ¢, je totalni } a Unb = { x; W, je nekonecna } jsou
navzajem m-preveditelné.

Navod. Pro Tot <,, Unb lze také vyuzit jednu z funkci z cviceni 15. Pro Unb <, Tot
pouzijte funkci g, pro kterou plati: pro kazdé z, funkce v — @4,y (v) hleda (a vyhleda,
pokud existuje) né&jaky prvek mnoziny W,, ktery je vétsi nez v. K dikazu existence
takové funkce pouzijte cviceni 11.

e Necht D je kone¢nd nepréazdnd mnozina. Dokazte, ze mnoziny {z; W, = D} aK®—-K
jsou na sebe navzajem m-pieveditelné (pozor, neni zde fe¢ o mnoziné {x; W, je kone¢na},
mnozina D je jedna pevna).

Néavod. Z kompletnosti mnoziny K plyne, Ze kazda mnozina tvaru A N B, kde A € Xy,
B € II;, je m-preveditelnd na K ® —K. K dikazu, ze K@ —K <,,, {z; W, = D }, uzijte
obecné rekurzivni funkci g, pro kterou plati: Wy(,) = 0, kdyz l(z) ¢ K a r(z) ¢ K, dale
Wy = D, kdyz l(z) € K ar(z) ¢ K, a konetné W,y =N, kdyz r(z) € K.

e Rozhodnéte, zda existuje e takové, ze nasledujici mnozina: je rekurzivni, neni rekur-
zivni, je RS, neni RS, jeji komplement je RS, neni RS:

(a) {z; pe(x) =0},
(b> {QZ;WI:WE}.

Névod. V (b) zduvodnéte, Zze mnozina —K je vzdy preveditelnd na danou mnozinu.

Rozliste pripady W, = N a W, # N.

e Pro kazdy z nasledujicich pripadii dokazte, Ze neexistuje ¢astecné rekurzivni funkce v
s popsanou vlastnosti.

(a) W, konetnd = Y(z) & W, C{0,..,¥(x)}
(tj. 1 nalezne nékterou horni zévoru pro W,,, pokud horni zavory existuji),
(b) W, CH{0,..,z} = W(z,x) a(z,x) je pocet prvki mnoziny W,
(tj. ¥ uréi pocet prvkia mnoziny W,., pokud je k dispozici horni zévora mnoziny W, ),
(c) W, rekurzivni = l(z) & Wy = —W,.
Néavod k (a). Uvazujte funkci g z cviceni 15(f). Mnozina Wy, je jednoprvkova nebo

prazdnd podle toho, zda x je nebo neni v K. Wy, je v kazdém pfipadé konecnd, takze
x — Y(g(z)) je totalni funkce. Z podminky W,y C {0, .., (g(x))} plyne

reKe Jwy(g(z))T(z, z,w).
To je spor, protoze napravo by byla rekurzivni podminka.

Navod k (b). Existuje funkce g, pro kterou plati W,y C {0} pro vSechna z, a W(,) # 0
pravé kdyz x € K. Z funkce (0, ) by opét slo opatfit rekurzivni podminku pro z € K.
Néavod k (c). Vezméte funkci g takovou, ze Wy, je N nebo () podle toho, zda z je

nebo neni v K. Kdyby v existovala, funkce = — 1(g(z)) by byla totalni a platilo by
v & K& W) # 0.



23. (Véta o rekurzi) Rozhodnéte, zda existuje ¢islo m, které splituje:
(a) Wy =N—{m},
(b) Wy ={z; —lon(r) }.

24. Dokazte, ze pro kazdou dvojici obecné rekurzivnich funkci g a h existuji ¢isla a a b
takova, ze zaroven plati

W, = Wg(a,b)7 W, = Wh(a7b)-

Néavod. Pouzijte dvakrat vétu o rekurzi. Nejprve sestavte rovnici pro neznamou funkci.
S uzitim oné funkce pak sestavte rovnici pro neznamé cislo.

25. e Dokazte, ze K ® —K neni m-preveditelna na K & —K.

Navod. Kdyby ano, z cviceni 17 by plynulo, ze K ® —K je m-pfeveditelna na sviij kom-
plement. Dale vezméte v tivahu tvrzeni z cviceni 20 a Riceovu vétu.

26. Dokazte, ze kazdé dvé disjunktni //;-mnoziny jsou rekurzivné oddélitelné.

27. Dokazte, ze prinik dvou prostych mnozin je opét prostd mnozina. Sjednoceni dvou
prostych mnozin je mnozina, ktera je prosta, nebo ma konec¢ny doplnék.

Sylabus

Kurs je sestavena zhruba podle kapitol 1-8 a zéasti 11 a 14 knihy [3]. Uvodni ¢4st je mnohem
podrobnéjsi nez v [3] a vyuziva ostatni zdroje. Nékteré ze zakladnich pojmi lze vy¢ist také
z oddilu 2.2 knihy [4]. Problematika, na kterou nedoslo, je vyznacena kurzivou. Nedoslo také
na cviceni 24 a 27.

Definice (¢aste¢né, primitivné) rekurzivnich funkei, definice rekurzivné spocetnych a (pri-
mitivné) rekurzivnich mnozin a relaci (predikatt) jako zdkladni vypoctovy model, tj. jako
matematické zpresnéni pojmu algoritmus. Odvozené operace s funkcemi a mnozinami: boo-
leovské operace a omezené kvantifikatory, omezena minimalizace, odvozeni funkce rozborem
pfipadi (vétvenim), vzor mnoziny pfes funkei ([1]: 96-111).

Kdédovani kone¢nych posloupnosti piirozenych ¢isel. Zobecnéni operace primitivni rekurze
([1]: 112-126).

Nékteré vipoctové modely jiné nez ¢asteéné rekurzivni funkce: Turingovy stroje ([1]: 1-34
resp. 1-40), vyvojové diagramy ([2]: 61-74), jednoduchy vyssi programovaci jazyk ([2]: ...).
Jejich vzajemnd ekvivalence ([2]: 90-100), Churchova teze.

Aritmetizace ([2]: 87), v€ta o normalni formé ([2]: 90), enumerace ¢aste¢né rekurzivnich
funkci a rekurzivné spocetnych mnozin.

Diagonalni metoda ([2]: 145-147). Rekurzivni funkce nebo mnoZiny, které nejsou primi-
tivné rekurzivni ([2]: 96). Rekurzivné spocetné mnoziny, které nejsou rekurzivni. Problém
zastaveni ([3]: 25 a 62—63). Univerzalni funkce.

Véta o projekci. Souvislosti mezi rekurzivnosti funkce a rekurzivnosti grafu. Ekvivalentni
definice RS mnozin. Postova véta. Uzavienost tiid PR, OR a RS na operace ([2]: 135-147,
[3]: 57-69).

Véta o parametrech ([2]: 131, [3]: 57-69). m-pfeveditelnost, m-kompletnost, m-komplet-
nost problému zastaveni. Produktivni a kreativni mnoZiny. Kreativnost m-kompletnich mno-
Zin.



Véta o rekurzi ([3]: 180, [1]: 216-219 a dil II: 33-43). Riceova véta. m-kompletnost krea-
tivnich mnozin ([3]: 183).

Imunni mnoZiny. Prosté (simple) mnoZiny jako priklad mnoZin, které nejsou m-kompletni
([1]: =204, [3]: 105-108).

Aritmeticka hierarchie ([1] dil II: 188-189).
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