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1 Uvod

V roku 1944 si polsky matematik a logik Emil Leon Post polozil otazku, ¢i existuju rekur-
zivne spocetné mnoziny, ktoré nie st ani obecne rekurzivne ani T-kompletné. Tato otazka
sa stala zndma ako Postov problém. Ostala nevyrieSend az do roku 1956, ked Richard
M. Friedberg a Albert Abramovi¢ Muchnik nezavisle na sebe dokézali, ze takéto mnoziny
existuju. Nacrtnime teraz cestu, ktord doviedla Posta k tejto otazke.

V roku 1920 dokoncil Post svoju dizertacnti pracu, v ktorej analyzoval systém z Russe-
lovho a Whiteheadovho diela Principia Mathematica. Podarilo sa mu dokézat tplnost, kon-
zistentnost a rozhodnutelnost vyrokového kalkulu uvedeného v spominanom diele. Prave
na poslednt zmieriovana vlastnost forméalnych systémov sa sustredil v nasledujicom roku.
Pokusil sa otédzku rozhodnutelnosti zovseobecnit pre lubovolny forméalny systém a na dany
ucel definoval kanonicky systém, abstrakciu formalneho systému, viz. [Odi89]. Nésledne
ukézal, ze systém z Principia Mathematica sa da prelozit do kanonického systému. Zacal
sa teda zaoberat otazkou rozhodnutelnosti kanonickych systémov a dafal, Ze nezavislost od
detailov konkrétnych systémov mu pracu ulahéi. Coskoro vSak narazil na problém, ktory
sa zdal byt vo vSeobecnosti velmi komplikovany. Preto zmenil svoj pévodny plan a zacal sa
zaujimat o nerozhodnutelnost. Definoval univerzilny kanonicky systém, ktory bol vlastne
verziou mnoziny Kg a ukazal, Ze jeho diagonalna mnozina K je rekurzivne spocetna ale nere-
kurzivna. Aby z tohto mohol vyvodif dalsie vysledky o nerozhodnutelnosti, potreboval Post
istu verziu Churchovej tézy, ktort formuloval takto: kazda efektivne generovatelnd mnozina
je generovatelnd v kanonickom systéme. V modernej terminoldgii je to ekvivalentné vyroku,
ze efektivne generovatelné mnoziny su rekurzivne spocetné. Celé tato Postova praca, ktora
dokoncil v roku 1921, ostala neuverejnend, pretoze Post nebol presvedéeny o svojej verzii
Churchovej tézy a pozadoval pre nu verifikaciu vo forme psychologickej analyzy komputac-
ného procesu. Krok k takejto analjze urobil v roku 1936, ked vymyslel verziu Turingovho
stroja nezavisle od Turinga. Kanonické systémy boli publikované az v roku 1943 v ¢lanku
[Pos43].

Vzajomné prevoditelnosti medzi roznymi kanonickymi systémami priviedli Posta k vytvore-
niu konceptu prevoditelnosti medzi mnozinami. Dovtedy zndme ddkazy nerozhodnutelnosti
formélnych systémov (Post, Church...) vyuZivali prevoditelnost mnoziny K na dany sys-
tém. (Keby bol dany systém rozhodnutelny, vedeli by sme rozhodnut i o nélezani do K
a to je spor, lebo K nie je rekurzivna len rekurzivne spocetna.) Post si teda polozil otazku,
¢i sa dd K previest na kazdy nerozhodnutelny systém (rekurzivne spocetnii nerekurzivnu
mnozinu), alebo existuju rekurzivne spo¢etné mnoziny, na ktoré K nemézme previest. Ek-
vivalentna otazka je, ¢i existuji rekurzivne spocetné nerekurzivne mnoziny, ktoré nie st
kompletné. (Napr. pre T-prevoditelnost: Ak ndjdeme A, ktora nie je T-kompletnd, tak exis-
tuje B rekurzivne spocetna, ze B £t A. Mnozina K je T-kompletna, preto B <t K. Keby
K <t A, tak z tranzitivity relacie <t dostavame B <t A a to je spor. Z toho vyplyva, zZe
K nie je T-prevoditelna na A. Naopak, ak K nie je T-prevoditelnd na A, tak A samozrejme
nie je T-kompletna.)



V roku 1944 napisal Post ¢lanok [Pos44]. Predstavil v 1iom prevoditelnosti silnejsie ako
T-prevoditelnost (ktort v roku 1936 navrhol Alan M. Turing), konkrétne many-one (m),
one-one (1), bounded truth-table (btt), truth-table (tt) prevoditelnosti. Ukéazal existenciu
prostych mnozin a dokazal, Ze nie st btt-kompletné (a preto ani m- a 1-kompletné). Da-
lej definoval hyperprosté mnoziny, o ktorych opit dokézal, Ze existuji a nemodzu byt tt-
kompletné. (Ziadna kreativna mnoZina nie je btt- resp. tt- prevoditelnd na prosti resp.
hyperprosti mnozinu.) Nésledne sa zaoberal tou istou otdzkou pre T-prevoditelnost a vy-
vinul koncept Specidlneho druhu hyperprostych mnozin tzv. hyperhyperprostych mnozin.
Otézku ich existencie a T-nekompletnosti nechal vSak otvorenu. Tuto vyriesil C. E. M.
Yates, ktory ukazal hyperhyperprosti mnozinu, ktora T-kompletna je.

Clanok [Pos44] je pozoruhodny vdaka Postovmu problému, teda problému existencie re-
kurzivne spocetnych, nerekurzivnych, T-nekompletnych mnozin a vdaka tzv. Postovmu
programu. Postovym programom bolo pokusit sa skonstruovat rekurzivne spocetni nere-
kurzivnu a nekompletni mnozinu pomocou definovania vlastnosti mnoziny, dokazanim, ze
mnozina s danymi vlastnostami existuje a ukdzanim, ze tieto vlastnosti zarucia jej nerekur-
zivnost a nekompletnost. Ako sme videli, do istej miery bol ispesny, no pre T-prevoditelnost
zlyhal.

Postov problém bol vyznamny v dvoch ohladoch:

e kladie si otazku réznorodosti rekurzivne spocetnych mnozin,

e ak by K bola prevoditelna na kazdy nerozhodnutelny systém, stala by sa prevoditel-
nost z K univerzalnou metédou dokazu nerozhodnutelnosti formélneho systému.

Predmetom tejto prace je dokézat Friedberg-Muchnikov teorém, ktory je rieSenim Postovho
problému. Stucasne bude citatelovi predstavend prioritnd metdda, ktort dokaz vyuziva.
Najprv sa ale struéne oboznamme s T-prevoditelnostou, ktoréd je pokladané za najzaklad-
nejsiu prevoditelnost a pre ktort Post svoj problém formuloval.

2 Turingova prevoditelnost

Povieme, ze mnozina A je rekurzivna v mnoZine B prave vtedy, ked existuje program
s orakulom B, ktory rozhoduje o nalezani do A. To znamen4, Ze program dostane vstup =,
na ktory zacne vypocet. V Iubovolnom kroku vypoc¢tu sa méze ordkula B spytat otazku
typu ,patri y mnozine B?“. Orakulum mu spravne odpovie. Vystupom je dno ak x € A
alebo nie ak = ¢ A.

Povieme, Ze mnozina A je rekurzivne spocetnd v mnozZine B prave vtedy, ked existuje
program s ordkulom B, ktory prijima mnozinu A. To znamena, ze program dostane vstup =,



na ktory zacne vypocet. V ITubovolnom kroku vypoctu sa moze ordkula B spytat otdzku
typu ,patri y mnozine B?“. Ordkulum mu spravne odpovie. Program sa dopocita vtedy
a len vtedy, ked x € A. Inak sa zacykli.

Definicia A je turingovsky prevoditelnd na B, ak A je rekurzivna v B. Zna¢ime A <t B.

Definicia B je T-kompletnd prave vtedy, ked plati:

e Be RS,
o VA(Ae RS — A<t B).

Definicia y € W? < program s indexom z a ordkulom B sa dopodita na vstup y.
Wf je vlastne ,definicnym oborom® programu s ordkulom, ktory méa index z,
ak je k nemu pripojené ordkulum mnoziny B.

Vieme, Ze pre program s ordkulom s fubovolnym indexom z existuje rekurzivne spocetna
mnozina W), viz. [Rog67], ktorej prvky, zjednodusene povedané, su dvojice [z, s]. Pr-
vok z je kandidat na nélezanie do W™ 5 pryok s kéduje prvky, na ktoré mé nase
zvolené ordkulum v priebehu vypocétu na vstup = odpovedat nie a na ktoré ma odpovedat
ano. Data s nam tak poskytna informéaciu o tom, ¢i = pre zvolené ordkulum, napr. oraku-
lum B, patri do WZ alebo nie. Ak B je rekurzivne (napr. koneéné), tak aj ziskanie tejto
informacie je rekurzivne. Z toho vyplyva, ze mnozina Wf pre rekurzivne B je rekurzivne
spocetnd a sme schopni generovat jej prvky. (Budeme generovat W,(.). Pre kazdy prvok
W,(.) skontrolujeme, ¢i s suhlasi s nasim ordkulom, teda ¢i prvky, na ktoré sa ma odpo-
vedat 4no patria do ordkula a prvky, na ktoré sa méa odpovedat nie nepatria do ordkula.
Ak suhlasi, zaradime x do Wf , ak nie, pokracujeme v generovani W,).) Pod pojmom n
krokov vo vypocte mnoziny WZB budeme rozumief n strojovych krokov v generovani mno-

ziny W(.).

Definicia A je rekurzivne spocetna v B ak 3z(4 = WP).
Neformalne je to zapisané v poslednom odseku na strane 4.

Lemma 1 A je rekurzivna v B < A i A st rekurzivne spocetné v B.

Dokaz (=) Ak A jerekurzivna v B, tak existuje program, ktory s pomocou ordkula B
rozhoduje o nalezani do A. Tento mozme lahko modifikovat. Ked d4 vystup ano,
ni¢ nemenime, ked d4 vystup nie, nechdme ho zacyklit sa. Z toho vyplyva, Ze
A je rekurzivne spocetna v B. Ked mame program, ktory rozhoduje o nalezani
do A, mame aj program, ktory rozhoduje o nalezani do A. Teda A je tiez
rekurzivna v B, ¢o opif znamend, Ze A je aj rekurzivne spocetna v B.



(<) Nech A a A st rekurzivne spocetné v B. Mame teda program P4, ktory
prijima mnoZinu A a mame program Py, ktory prijima mnozinu A. Chceme
z nich vytvorit program P, ktory rozhoduje o nalezani do A. Vezmime si lubo-
volny vstup z. Na vstupe x nechame stcasne pocitat P4 i P7. Jeden z nich sa
v kone¢nom ¢ase dopocita, pretoZe x € A alebo x € A. Ked P4 prijme x, tak P
dé na vstupe x odpoved ano. Ked Py prijme x, tak P da na vstupe = odpoved
nie. Takto skonstruovany P je totalny a rozhoduje o nalezani do A. O

Po kratkych avodnych tivahach nasleduji ivahy bezpodmienec¢ne nutné k pochopeniu do-

kazu:

Lemma 2 Nech A, B st rekurzivne spocetné mnoziny. Potom plati:

Dokaz

Veta

A¢r B e 3fVa(f(z) € As flz) € WH)

Ked A je rekurzivne spocetna, tak existuje program, ktory sa dorata vtedy
a len vtedy, ked jeho vstup x patri A. Moézme povedat, Ze je to program
s ordkulom B (hoci sa orakula v priebehu vypoc¢tu ni¢ nespyta). Teda, ked A
je rekurzivne spocetna, tak je aj rekurzivne spocetna v B. Potom

A <1 B & A nie je rekurzivna v B & def. T-prevoditelnosti
& A alebo A nie je rekurzivne spocetnd v B. Lemma 1
Z predpokladu vieme, Ze A je rekurzivne spocetna v B, teda dostdvame, ze A
nie je rekurzivne spocetna v B.

A nie je rekurzivne spocetna v B < Vz(A # WP) o
SV2Iy(yeAd&y gWI)V(ygA &y eW))) &
SVey((ygA &y ¢W)v(yeA&yeW?)) <
SV (yed e yeWh)

Pre kazdé » moze existovat aj viac y spliiujucich dant vlastnost. Vy-
berme prave jedno y pre kazdé z a oznacme ho f(z). Definovali sme tak
funkciu f (nemusi byt rekurzivna) s vlastnostou Vz(f(z) € A & f(2) € W5).

Naopak, ked mame funkciu f (nie nutne rekurzivnu) spliiujicu dani vlastnost,
tak dokaz, ze A £1 B je velmi podobny tomuto. Vieme, Ze pre kazdé z existuje
y (y je préave funkéna hodnota f(2)) s vlastnostou (y € A & y € WP).
Vracanim sa spiaf po ekvivalencidch prideme aZ k tvrdeniu, Zze A nie je
rekurzivne spocetné v B. Podla Lemmy 1 potom A nie je rekurzivna v B, ¢o
podla definicie T-prevoditelnosti znamend, ze A £p B. O

(Friedberg, Muchnik)
Existuju rekurzivne spocetné mnoziny A, B nezrovnatelné vzhladom k rela-

cii <t ,teda A<t B a B #£1 A.



3 Friedberg-Muchnikova veta

3.1 Dokaz

Aby sme dokéazali Friedberg-Muchnikovu vetu, potrebujeme zadat instrukcie na skonstru-
ovanie mnozin A, B (tak, aby ich mohol simulovat napr. Turingov stroj). A, B musia byt
rekurzivne spocetné (ale nie rekurzivne) a nezrovnatelné vzhladom k <t . To znamena, ze
podla Lemmy 2 stac¢i ukazat existenciu funkcii f, g takych ze

Va(f(z) € Ae f(z) € W) & Va(g(z) € B < g(z) € W2).

Konstrukcia mnozin A, B pouziva dva identické nekonecné zoznamy vsetkych prirodzenych
¢isel v rasticom poradi. Budeme ich nazyvat A-zoznam a B-zoznam. Predstavime si, Ze
zoznamy su vertikalne, teda, ked chceme néjst vicsie ¢islo, musime sa posuntt nadol. V kaz-
dom okamihu vypoctu plati, Ze predchadzajuci vypocet pouzil len koneénu ¢ast kazdého
zoznamu. V priebehu vypoctu oznac¢ime niektoré prirodzené cisla na oboch zoznamoch
znamienkom plus (4) a niektoré znamienkom minus (—). Znamienko plus v A-zozname
oznacuje ¢isla, ktoré s v danom stadiu prijaté do mnoziny A. Podobne v B-zozname.
Znamienko minus docasne oznacuje fakt, Ze takto ohodnotené prirodzené ¢islo nepatri
do mnoziny A resp. B (podla toho, v ktorom zozname sa dané ¢islo nachédza). V priebehu
vypoctu je povolené, ze znamienko minus bude vymazané a nahradené znamienkom plus.
Instrukcie algoritmu ale zaistia, ze znamienko plus nikdy vymazané nebude. Vypocet bude
postupovat v krokoch. Je mozné, ale nie isté, Ze v danom kroku pridame nejaky prvok
do mnoziny A resp. B.

Definicia Ay = By =10
A, = {x, x mé znamienko plus v A-zozname na konci kroku n}
B, = {x, * mé znamienko plus v B-zozname na konci kroku n}
n=123..

KedZe znamienka plus mazané nebud, vidime, ze plati: Ag C A; C A, C ..
By C B CBC..

Definicia A = EJOAH, B=UB,.
0

o3

Okrem A-zoznamu a B-zoznamu méame eSte dve nekonecné sady premiestnitelnych znaciek,
jedna sada pre jeden zoznam. Znacky zo sady pre A-zoznam zapisujme [0]4,[1]4,[2]a.-
Znacky zo sady pre B-zoznam zapisujme [0]p, [1]5, [2]5.. Tieto znacky mozeme zoradit
nasledovne podla ich zmensujicej sa priority: [0] 4, [0] 5, [1]4, [1]5, [2]4, [2]B--

St premiestnitelné v tomto zmysle: i-ta znacka v prioritnom usporiadani sa prvykrat objavi
v i-tom kroku algoritmu (znacky ako aj kroky ¢islujeme od jedna). Je priradena niekto-
rému prirodzenému ¢islu v zozname, s ktorym koresponduje. Je mozné, ze existuje budici



krok, v ktorom jej spojenie s tymto prirodzenym ¢islom skon¢i a bude priradend vécSiemu
prirodzenému ¢islu, ktoré je nizsie v zozname. Konkrétnejsie povedané, ked Tubovolné ¢islo
s lubovoInou znackou v fubovolnom zozname dostane znamienko plus, vSetky znacky s niz-
Sou prioritou v druhom zozname budt presunuté nadol, ale tak, aby ich poradie podla pri-
ority ostalo zachované. V kazdom kroku algoritmu bude mat teda znacka s vysSou prioritou
vyssiu poziciu v zozname ako znacka s nizSou prioritou. Posun jednej znacky v priebehu
vypoctu modze nastat viackrat. Z opisu algoritmu bud zrejmé tieto vztahy medzi znackami
a znamienkami:

e Znamienko plus moze byt zapisané len k ¢islu, pri ktorom je v danom kroku znacka.

e Ak je k ¢islu zapisané znamienko plus, tak znacka, ktora zapis tohto plus sposobila
je poslednd, ktord sa pri ¢isle moze vyskytovat (v zmysle, ze ked tato bude posunuté,
tak uz Ziadna znacka sa k ¢islu nedostane).

e Znamienko plus nebude nikdy prepisané ani zmazané.

e Minus moze byt udeleny len ¢islam bez znamienka plus, pricom nie je zakazané, aby
pri nich bola nejaka znacka.

e K ¢islu so znamienkom minus nemoze prist znacka, ale mohla sa tam uz nachadzat,
ked sme minus zapisovali.

e Nie je vylucené, Ze znamienko minus pri ¢isle bude prepisané na plus. Toto moze
sposobit jedine znacka, ktoré pri danom d¢isle bola v ¢ase, ked mu bolo udelené minus.

Ukazeme, az konstrukciu presne popiseme, ze kazda znacka je posunuta len konecnekrat.
To znamend, ze kazdd mé poziciu v zozname, ktorej je definitivne priradena. (Pozicia je
prirodzené ¢islo v zozname, pri ktorom sa znacka prave nachadza.)

Ozna¢me kone¢nu poziciu znacky [ ;|4 v A-zozname f(j) a konetné pozicia znacky [ |p
v B-zozname nech je ¢(j). Konstrukcia bude prevedend tak, aby pre kazdé j bolo mozné
dokézat, ze plati:

f(j) € A& f(j) ma plus & f(j) € WP,
9(j) € B< g(j) mé plus < ¢g(j) € W;‘,

Ked sa nam to podari, dostaneme, Ze existuju funkcie f, g, ktoré podla Lemmy 2 zarudia

A;{TBaBﬁTA.

Definicia Povieme, Ze prirodzené ¢islo v zozname je volné, ked jemu a Tubovolnému vic-
Siemu prirodzenému ¢islu nie je v danom case priradené ziadne znamienko alebo
znacka.

Povieme, Ze prirodzené ¢islo v zozname je neobsadené, ked mu v danom case
nie je priradené znamienko plus.



OpiSme teraz instrukcie na vypocet mnozin A, B:

Krok 1:

Krok 2:

Prirad ¢islu 0 v A-zozname znacku [0] 4.

Prirad ¢islu 0 v B-zozname znacku [o] 5.

Krok 2n+1 (n > 0):

(n)

e Prirad prvému volnému &slu v A-zozname znacku [n]4. Nech ag”, .., a{® st

aktudlne pozicie znaciek [0] 4, . ., [n]a v A-zozname.

Urob n krokov! vo vypocéte mnozin WOB o, W52 Nech az(") je najmensie
prirodzené ¢&islo z mnoZiny {a(()n), ., a\M} také, ze az(") je neobsadené a sti¢asne

sa pri robeni n krokov zistilo, ze patri do Wf” . Ak také al(") nenajdes, chod
rovno na krok 2n + 2 a ostatné instrukcie z tohto kroku vynechaj.

Oznac az(»n) v A-zozname znamienkom plus (4). Ozna¢ znamienkom minus (—)

vSetky tie prirodzené ¢isla v B-zozname, ktoré patria do B, a na ktoré sme sa
orakula Bs, pytali pri ukazovani, ze a§") € WP Tieto st nutne neobsadene,
pretoze inak by nepatrili do komplementu B,,, a ordkulum by na ne neodpove-
dalo nie.

Ak i < n, prejdi k B-zoznamu a presun vsetky znacky [ j | g, ktoré maji mensiu
prioritu ako | i |4 nadol k volngym prirodzenym ¢islam v B-zozname. Tj. presuil
vietky [j|p také, ze i < j < n. Pozor, [i|p sa presiva, lebo v rade podla
zmensujucej sa priority stoji za| i |4, |n|p sa neprestva, pretoze sa v B-zozname
este nenachadza. Do vypoctu bude zahrnuté az v nasledujiucom kroku.

Novéa pozicia znaciek je taka, ze znacka s vysSou prioritou je umiestnena vyssie
v zozname ako znacka s nizsou prioritou.

Krok 2n+2 (n > 0):

e Prirad prvému volnému ¢islu v B-zozname znacku [n|g. Nech b(()”), OB

n
aktuélne pozicie znaciek [o]p, .., [n]|p v B-zozname.

L </ Az N . o
e Urob n krokov vo v§pocte mnozin Wq "', .., W21 Nech b§”) je najmensie

prirodzené ¢islo z mnoziny {bg”), ., bMWY také, ze b je neobsadené a sticasne
sa pri robeni n krokov zistilo, ze patri do sz”“. Ak také bg”) nenajdes, chod
rovno na krok 2n + 3 a ostatné instrukcie z tohto kroku vynechaj.

'Pozor, n krokov vo vypoéte mnoziny Wf je n strojovych krokov pri generovani mnoziny W, ).



e Oznac bﬁ”) v B-zozname znamienkom plus (+). Ozna¢ znamienkom minus (—)
vietky tie prirodzené ¢isla v A-zozname, ktoré patria do Ay, a na ktoré sme
sa orakula As,., pytali pri ukazovani, ze b§”) € WZ-A >+ Tieto st nutne neob-
sadené, pretoze inak by nepatrili do komplementu As,; a ordkulum by na ne
neodpovedalo nie.

e Ak i < n, prejdi k A-zoznamu a presun vsetky znacky [ | 4, ktoré maji mensiu
prioritu ako | i | g nadol k volngm prirodzenym ¢islam v A-zozname. Tj. presuil
vsetky [ j |4 také, ze ©+ < 7 < m. Pozor, | i |4 sa uz nepresava, lebo v prioritnom
poradi stoji pred | i | 5.

Nova pozicia znaciek je taka, ze znacka s vysSou prioritou je umiestnena vyssie
v zozname ako znacka s nizsou prioritou.

Mozme tiez vidiet, Ze mnoziny A, B takto skonstruované st rekurzivne spocetné: prave sme
opisali proceduru, ktora ich generuje. Nie st ale rekurzivne, pretoze rekurzivna mnozina je
T-prevoditelna na ubovolnd intt mnozinu. (Existuje program, ktory rozhoduje o nalezani
do rekurzivnej mnoziny a mozme si predstavit, Ze je k nemu pripojené lubovolné orakulum,
ktorého sa pri vypocte aj tak ni¢ pytat nebudeme.) Lenze ked dokaz dokon¢ime, budeme
mat A £r B a B £1 A.

Ukézme teraz, ze kazda premiestnitelné znacka je posunutd len konec¢nekrat, takze existuje
prirodzené ¢islo, ktoré je jej findlna pozicia. Nech p(z) je pocet rdznych pozicii, ktoré zaujala
znacka x odvtedy, ¢o sa prvy raz objavila vo vypocte. Zvazme, kedy moze byt znacka | i |4
posunuté. Uvedomme si, Ze ak je k-krét posunutd, tak mé k+ 1 roznych pozicii (k posunuti
a jedna pociatoénd). Znacka [i |4 je posunutd vzdy, ked [i—1] 4 je posunuté. (Ak [i—1]4 je
posunutd, tak aj vSetky, ktoré maji mensiu prioritu ako ona.) Kedze A je Vo vypocte
predstavena skor ako | i | 4, moze sa stat, Ze bude posunuté, kym| i | 4 vo vypocte este nie je.
(Ak sme 4 predstavili v kroku 2[+1, kde [ = i—1, tak hned v 2/ +2 méze byt posunuté,
pri¢om znacku | i | 4 ideme predstavovat aZ v nasledujicom kroku.) Pocet posunuti znacky

.....

i—1| 4 je teda vacsi alebo rovny ako pocet posunuti znacky |i |4 sposobenych znackou
i—1] 4. Ak H 4 nie je posunutd, | i |4 moze eSte byt, ak p dostane v danom kroku
plus. \z;l[ 5 moze dostat znamienko plus najviac raz na kazdej svojej pozicii. Takze |i |4
sa posunie najviac raz za kazdu poziciu znacky Dostavame teda

p(li]a) < p(li-1)a) + p(i-1] ). Podobne znacka |i]p je posunutd vzdy, ked [i-1]5 je

posunuté a vzdy, ked ¢islu pri znacke | i |4 je prideleny plus. V tomto pripade dostavame

p((i]B) < p(i-1p) + p((i]a). Nech z(i) je i-ta znacka v prioritnom usporiadani. Potom
mozme povedat, ze p(z(i)) < p(z(i — 1)) + p(2(i — 2)).

Definicia Fibonacciho postupnost je postupnost ¢isel 1,1,2,3,5,8,13,21 ..
definovana nasledovne: F'(0) =1, F(1) =1,
Fn)=Fn—-1)+ F(n—2) pren > 1.

10



Lemma 3 p(z(i)) < F(i) pre Vi > 1 (Pozor, znacky ¢islujeme od jednal)

Dokaz

Indukciou podla i:

Znacka [0] 4 sa nepostva nikdy. Teda mé len jednu stélu poziciu a plati
p(fo]a) < F(1) = 1.

Znacka [o]p sa posunie najviac raz, ked [0]4 dostane znamienko plus. Preto
moze zaujat najviac dve rozne pozicie a dostavame

p(o]s) < F(2) = 2.

Nech pre prva az i-tu znacku dany vztah uz plati. Chceme ukazat, Ze plati aj
pre i + 1. znacku, teda pre z(i + 1):

p(=(i + 1)) < p(=()) + pl=(i — 1)) < FG) + F(i—1) = F(i +1) O

Dostévame, ze kazd4a znacka ma kone¢nu poziciu. Nech f(z) je kone¢na pozicia znacky [z ] 4
a g(x) nech je kone¢nd pozicia znacky [z] .

Lemma 4 f(z) dostane znamienko plus(v A-zozname) < f(z) € W2

Dokaz

g(x) dostane znamienko plus(v B-zozname) < g(z) € W4

(=) f(z) je koneénd pozicia znacky |x|4. Teda, f(z) je isté prirodzené ¢islo
v A-zozname. Predpokladame, Ze mu je priradené znamienko plus. f(x) muselo
toto znamienko dostat v kroku 2n + 1 pre nejaké n. To znamend, Ze v tomto
kroku sa vyskytlo v mnozine aktudlnych pozicii znaciek [0] 4, .., [n]4. StCasne
bolo najmensie z tychto pozicii také, ze pri nom nebolo ziadne znamienko plus
a objavilo sa v n krokoch vypoctu mnoziny Wf 2 1Ak vSetky znamienka
minus napisané v tomto kroku? nebudu v Ziadnom z dalsich krokov prepisané
na plus, f(z) sa vyskytne aj v n krokoch vypoc¢tu mnoziny Wf , a preto bude
platit f(x) € Wf . Na to, aby znamienko minus pri ¢isle bolo zmenené na plus,
musi byt toto ¢islo v niektorom dalSom kroku poziciou istej pohyblivej znacky.
Vieme, ze v kroku, ked f(z) dostalo znamienko plus, bolo oznacené znackou
A a vSetky znacky mensej priority ako |z |4, nachadzajice sa v B-zozname
(z]B, .., [n—1]p), boli posunuté nadol k volngm prirodzenym ¢islam (¢islam
bez znamienok a znaciek). Tym paddom sa dostali za vSetky prirodzené ¢isla,
ktorym sme v tom kroku pridelili minus. Z toho vyplyva, Ze znacky s mensou
prioritou ako |z |4 nesposobia zmenu ziadneho z tychto minus na plus. Nech
teda existuje znacka |w|g s vySSou prioritou ako |z |4, ktord niektoré z tychto
minus zmeni na plus. To by sposobilo, ze vSetky znacky v A-zozname, ktoré
maji mensiu prioritu ako [w|p (teda aj [z]4) by sa posunuli nadol. To je spor
s tym, Ze [z 4 sa pri ¢isle f(x) nachddza na svojej konecnej pozicii.

ITvrdime, Ze f(z) ziskalo plus prave vtedy, ked pri tiom bola znac¢ka [z] 4. Nemohlo ziskat plus uz skor
s inou znackou? Nie, lebo to by sa [z] 4 uZ k nemu nikdy nedostala, kedZe znacky sa priraduja len volnym
prirodzenym ¢islam. Nemohlo ziskaf plus az neskor s inou znackou? Nie, pretoZe f(x) je konenou poziciou

znacky [z] 4.

27Znamienka minus napisané v tomto kroku oznaéuji tie prvky, ktoré patria komplementu Bs,, a na ktoré
sme sa v priebehu dokazu, ze f(x) € W52 pytali.
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(<) Predpokladajme, ze f(x) € W2 (,defini¢ng’ obor* programu s indexom
x a ordkulom B). Pri generovani prvkov mmnoziny W” sa f(z) objavi po is-
tom konecnom pocte krokov m;. Ked f(x) patri do definicného oboru daného
programu, tak sa dany program na vstup f(x) dopocita k vysledku, a preto
existuje len konecny pocet prvkov y € B, na ktoré sme sa v priebehu vypoctu
ordkula B pytali (a na ktoré bola odpoved éno). Existuje teda aj koneéna mno-
zina By,,,, ktord uz vsetky tieto y obsahuje (a neobsahuje prvky, na ktoré sa
odpoveda nie). Aj pri generovani prvkov mnoziny W22m2 sa f(z) objavi za m,
krokov. (Bude to platit i ked ordkulum Bs,,, nahradime [ubovolnou jej nad-
mnozinou z nasej postupnosti By, By, Bs . . ktorej zjednotenie tvori B.) Vezmine
m = max{mq, my}. Pre kazdé n také, ze n > m plati, ze f(z) sa objavi za ma-
ximalne n krokov vo vypocte Wf >» 1 Ukézme teraz, Ze existuje krok vypoctu,
v ktorom f(z) dostane znamienko plus. Nech 2/ + 1 je krok taky, ze [ > m
a vSetky znacky | i |4, i < x, dosiahli svoju koneénti poziciu. Aby f(x) mohlo
dostat plus, musi spliiat, Ze je neobsadené (nemé Ziadne plus) a vyskytne sa
v ¢iastoénom vypocéte WM™ ¢ kazdom kroku po kroku 2041 (I > m). Nech
prvé kritérium splita, pretoze kedy f(x) uz malo plus, dokaz je hotovy. To, Ze
druhé kritérium spliia, sme pred chvilou ukazali. Hoci f(x) spliia obe kritéri4,
moze sa stat, Ze plus nedostane, ked existuje znacka s vicSou prioritou (vyssie
v zozname), ktora obe kritéria tiez spliia. Takychto znaciek méze byt maxi-
malne x. KedZze kazda z nich uz dosiahla svoju koneént poziciu, tato situécia
sa moze zopakovat najviac z-krat. Potom f(z) dostane plus, a to najneskor
v kroku 2(l+ 2+ 1)+ 1. O

Dostali sme
Vax (f(x) dostane znamienko plus < f(z) € W5),

¢o znamena

Vo (f(r) € A< f(r) e WD),
Teda A £1 B podla Lemmy 2. Podobne by sme dostali aj

Vz (g(z) € B < g(x) € W2).

Teda B £t A opit podla Lemmy 2.

2my

Nech m; < msy. Ked sa f(x) vo vypocte Wf objavi za mj krokov, tak aj za fubovolne viac. Preto
mozme my zvicSovat az dosiahneme mso. Potom moéZzme zviicéSovat oba spolu, lebo kazdy naslednik mnoziny
B, ako ordkulum uz zarudi, ze f(z) sa objavi do m; krokov.

Nech ms < mi. Podobne ako v predchiddzajicom pripade budeme zvicSovat mgy a tym vytvarat
néslednikov mnoziny Ba,,,, ktori pouziti ako ordkulum zaistia, Zze f(z) sa objavi do m; krokov. Ked sa
objavi do m; krokov, tak to mozme ohranicit lubovolnym vac$im &islom.
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3.2 Prioritna metdoda

Metoda pouzita v dokaze Friedberg-Muchnikovho teorému sa nazyva prioritnd metdda
a usporiadanie znaciek [0] 4, [0]p, [1]4, [1]B, [2]4, [2]B-. je prioritné usporiadanie. Dokaz
zakladajuci sa na tejto metéde nazyvame prioritny argument. Vo svojej najjednoduchsej
podobe (without injuries) ju v roku 1944 predstavil Post pri konstrukeii hyperprostej mno-
ziny. Jeho konstrukcia spocivala v tom, ze si vytvoril zoznam poziadaviek. Poziadavky sa
navzajom nemohli ,rusit“ (preto ndzov without injuries) a prioritné usporiadanie sltzilo
len na to, aby sa rozhodlo, ktorti poziadavku splnit v kroku, v ktorom existuje viac ako
jedna splnitelnd poziadavka.

Friedberg s Muchnikom pouzili pri rieSeni Postovho problému kone¢nti prioritntt metédu
(the finite injury priority method). Tu je povolené, aby sa poziadavky navzajom ,rusili“.
Prebieha to tak, Ze ked nejakd poziadavka urci, Ze isty prvok nemé nélezat do konsStru-
ovanej mnoziny, moze sa najst poziadavka s vicSou prioritou, ktord nalezanie vyzaduje
a prvok je do mnoziny prijaty. V dokaze Friedberg-Muchnikovho teorému su poziadavky
reprezentované znackami. V8imnime si dve kltcové vlastnosti tejto metédy na priklade
dokazu Friedberg-Muchnikovho teorému:

e kazda znacka je posunuta len konecnekrat,

e znacky v kazdom kroku st postivané tak, aby neovplyvnili znamienka minus ziskané
v tomto kroku.

Préve tieto dve skuto¢nosti ndm umoziiuja definovat funkcie f, g s pozadovanou vlastnos-
tou. Ak nejaké ¢islo ¢ v A-zozname dostane v istom kroku 2i + 1 znamienko plus, musi
v danom kroku spliaf tieto kritéria: je pri fiom nejaka znacka [z ] 4, je najmensie neobsa-
den€ také, ze sa vyskytlo v ¢ krokoch ciasto¢ného vypoctu mnoziny Wf%. To, ze dostalo
plus znamend, Ze bolo prijaté medzi prvky mnoziny A. Ak by sme definovali f(z) = ¢,
chceli by sme, aby ¢ patrilo aj do W2,

Mnozina Bsy; je mnozina tych ¢isel v B-zozname, ktoré maju na konci kroku 27 priradené
znamienko plus a stcasne je podmnozinou vysledného B. Mozme povedat, ze Bo; bude
rast“ az vznikne B. Ked ¢ patri W52 tak program s indexom z a ordkulom By, sa na vstup
¢ dorata k vysledku a pocas vypoctu sa mozu vyskytniat otézky typu ,patri y do Ba;7“.
Na niektoré sa odpovie 4no, na niektoré nie. Podla algoritmu opisaného v dokaze Friedberg-
Muchnikovho teorému dostanii vSetky cisla, na ktoré sa odpovie nie znamienko minus.
Vypocet programu s indexom z na vstup ¢ by prebiehal vzdy rovnako, keby ordkuld (hoci
aj rozne) davali identické odpovede. Ked uz vieme, Ze ¢ patri do Wf % a nasa poziadavka
na nenalezanie istych ¢isel do B by ostala splnena, tak by sme obdrzali ,,spravne” odpovede
(mysli sa rovnaké ako od By;) aj od ordkula B. Preto by sa program s indexom z na vstup
¢ doratal aj v pripade, Ze by k nemu bolo pripojené ordkulum B (k tomu istému vysledku
ako s ordkulom Bsy;). Dostali by sme ¢ € WZB )
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Problém pre nas nastane, ked sa vyskytne znacka s vySSou prioritou, ktord je pri Cisle
so znamienkom minus a v niektorom z budicich krokov toto minus zmeni na plus. Tym
sa nasa poziadavka stala nesplnenou (a nesplnitelnou). Znacka [z] 4, ktord ju zaviedla sa
posunie nadol. To je pre nas vyhoda, lebo mézme definovat nové f(z) (nova pozicia znacky

[z]4)

Dolezité je, ze takéto ,,poskodenie” poziadavky nastane len konecnekrat. Vieme totiz, ze
kazdé znacka[ z | 4 resp. [z | p méa svoju konecnu poziciu k4 resp. kp. Ked kone¢né pozicia k4
(kp) ma dostat plus, je zrejmé, Ze ho musi dostat prave vtedy, ked je pri nej znacka [z]4
(2] B). Minusy udelené v kroku, ked kone¢né pozicia dostane plus uz nezmizni: znacky
s nizSou prioritou st presunuté az za tieto minusy, znacky s vysSou prioritou ich tiez
neprepisu, lebo by to spdsobilo, Ze [z]4 ([z]p) by sa posunula zo svojej finalnej pozicie.
Preto definujeme funkcie f, g tak, aby ich obory hodnot boli konecné pozicie znaciek.
(Oborom hodnét f koneéné pozicie v A-zozname, oborom hodnot g kone¢né pozicie v B-
zozname. )

Existuji aj nekoneéné modifikicie prioritnej metédy (infinite injury priority methods),
v ktorych sa mozu poziadavky rusit nekonecnekrat a ktoré s velmi réznorodé: napr. tzv.
pinball machine model, priority tree model, 0" prioritnd metdda .. Nekoneénd prioritna
metédu ako takt prvy raz predstavil Joseph R. Shoenfield vo svojom ¢lanku [Sho61],
v ktorom dokazal, Ze existuje axiomatizovatelnd, konzistentna tedria stuptia menej ako 0,
v ktorej je reprezentovatelnd kazda rekurzivna funkcia.

Je prirodzené sa pytat, ¢i Postov problém moze byt vyrieSeny aj bez prioritnej metédy.
Cesky matematik Antonin Kucera takéto riesenie nasiel a uverejnil ho v ¢lanku [Kuc86).

4 Prioritna metéda a YX3-kompletnost

V dalSom texte budeme pracovat s m-prevoditelnostou.

Definicia Mnozina A je m-prevoditelnd na B, ak existuje obecne rekurzivna funkcia f
pre ktort plati: Vz(z € A < f(z) € B). Piseme A <,, B.

Nasledujtce tvrdenie je zjednodusenou formou Lemmy 1:

Lemma 5 Mnozina A je rekurzivne spocetna a stcasne je komplementom rekurzivne spo-
¢etnej mnoziny < mnozina A je rekurzivna.

Doékaz (=) Nech A je rekurzivne spocetnd a nech existuje B rekurzivne spocetna
takd, 7e A = B. Potom aj A = B. KedZe sa rovnaji, tak aj A je rekurzivne
spocetna. Ked obe, A aj A st rekurzivne spocetné, tak podla Postovej vety je
A rekurzivna.

(<) Ak A je rekurzivna, tak i jej komplement A je rekurzivny. Potom st obe
aj rekurzivne spocetné.
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Definicia Povieme, Ze mnozina A je Y3-kompletnd prave vtedy, ked plati:
o Ae s,
e VB(BeXY3= B<, A).

Chceme ukézaf, ze mnozina {2|W, je rekurzivna} je ¥3-kompletna. Najprv pomocou Tarského-
-Kuratowského algoritmu ukazeme, Ze v aritmetickej hierarchii naozaj patri do ¥3. Podobne
ukdzeme aj o mnozine {z|3y(y € W, & W, je nekone¢na)}, ktort budeme v dokaze vyuzi-
vat, Ze je tiez Ys.

Lemma 6 {z|3y(y € W, & W, je nekonecna)} € 3.

Dokaz  z € {z|3y(y € W, & W, je nekonecnd)} <
< Jy(y € W, & W, je nekonetnd) <
& Jy(Fui T(z,y,wr) &Vudv(u <v&v e W,)) &
< Jy(Fw T(z,y,wr) &Vudv(u < v& Fwy T (y, v, ws)))
< Jy(Fui T(z,y, wy) & VuFvIws(u < v& T(y, v, ws)))
< JyFwi (T(z,y, w1) &Vudvwy(u < v & T(y, v, ws)))
< FyFwVuIvIwy (T (2, y, wr) & (u < v & T(y, v, ws)))

Teraz mame podmienku v prenexnom normélnom tvare. Budeme sa zaujimat
len o kvantifikatory. Vieme, ze mnoziny >, st uzavreté na existencni kvan-
tifikdciu a mnoziny II, st uzavreté na vseobecnti kvantifikdciu. V zatvorke
mame primitivne rekurzivnu podmienku. Kvantifikatory Jv3ws z nej spravia
rekurzivne spocetnd, kvantifikdtor Vu spravi II; podmienku a napokon
po zohladneni JyJw; dostdvame X3 podmineku. O

Lemma 7 {z|W, je rekurzivna} € Xj.
Dékaz  z € {z|W, je rekurzivna} <
& W, je rekurzivna <
& W, =W,) & Lemma 5
S YWr(re W, 2 ¢W,) &
< YV (Ju T (z, z,wy) < Ywa—T(y, z,ws)) <
< Va[(Fw T(z, z,wy) = Ywa—T(y, z,ws)) & (Vo1 -T(y, x,v1) = FuaT(z, 2, v9))]
< yVa[Vw (T(z, z,w1) = Ywa—T(y, z,ws)) & Fv1 (=T (y, x,v1) = T (z,2,v9))]
& JyVe [V Yws (T (2, z, wr) = =T (y, 2, w2)) & Fv; Fva (T (y, z,v1) = T(2, z,v9))]
& IYVaVuw Yws[(T(z, x, w1 ) = T(y, z,ws)) & FvyFva (=T (y, x,v1) = T( )]
& JyVaVw,YwyFv Fus[(T (2, 2, w1) = = T(y, z, wq)) & (=T (y, z,v1) = T( )]

=
~
~
2,T,09))| &

2, T, Vg

Teraz mame podmienku v prenexnom normalnom tvare. Podobnou tivahou ako
pri Lemme 6 by sme dospeli k zaveru, ze je ¥3. O
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Lemma 8 Mnozina {z|3y(y € W, & W, je nekone¢nd)} je ¥3-kompletna.

Dokaz

Nech B = {z|3y(y € W, & W, je nekonecnd)}.

Vieme uz, ze B je X3. Stac¢i ukézat, Ze Tubovolna Y3 mnozina, teda mno-
zine tvaru {z|3z,;VaodrsR(z,21,29,23)}, kde R je rekurzivna podmienka,
je m-prevoditelnd na B. ZjednoduS$me to eSte trochu a kvantifikitor s
s podmienkou R spojme do rekurzivne spocetnej podmienky (). Chceme teda
ukézaft, ze fubovolni mnozinu tvaru {z|3z;Vz2Q(z, z1, 22)} prevedieme na B.

Nech z, z; st dané. Definujme funkciu ¢y, »,) nasledovne:

! Sog(z,xl)(y) ~ \V/U S y Q(Za :L‘17 U)

Pytame sa, ¢i takato rekurzivna funkcia g existuje. Predtym, nez sa z, x; stali
konstantami, sme mali funkciu ¢ s troma premennymi:

!¢(2ax1,y) & Y S yQ(Z7xlav)

Funkcia ¢ je CiastoCne rekurzivna, lebo na druhej strane ekvivalencie je re-
kurzivne spocetnd podmienka, a preto podla vety o parametroch rekurzivna g
s danou vlastnostou existuje.

Plati, Ze W(., ) je nekonecna préave vtedy, ked Vz,Q(z, 1, 22). Definujme te-
raz mnozinu W,y = {y|3x1 g(2, x1) = y}. Opét pomocou vety o parametroch
ukazeme, ze takato rekurzivna funkcia h existuje. Predtym, nez sa z stalo
konstantou sme mali mnozinu P takito:

Wi = {y| P(z,9)};
P ={[z,y][Fr19(z, 21) = y}.

P je rekurzivne spodetnd mnozina, teda hladané rekurzivna funkcia h existuje.
Vsimnime si, Ze W,y je mnozina indexov, ktoré stt oborom hodnét funkcie g
(pre pevné z). Plati:

z € {2311 VaeQ(z, 21, x2) } &

& Ar Ve Q(z, 21, 19) <

& 321 (Wy(z, 2,) je nekonecnd) <

< Jy(y € Wy(») & W, je nekonecnd) <
< h(z) € B.

To znamené, Ze sme Tubovolni Y3 mnoZinu previedli
na {z|3y(y € W, & W, je nekonecnd)} a teda tato je X3-kompletna. O
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Veta
Dokaz

Mnozina {z|W,, je rekurzivna} je ¥3-kompletna.

Nech C' = {z|W, je rekurzivna}.

Nech B = {z|3y(y € W, & W,, je nekonecéna)}. Aby sme dokézali, ze mnozina
C' je ¥3-kompletnd, potrebujeme ukazat, ze plati:

° 0623,
e VD(D €%y = D <,, O).

Podla Lemmy 7 vieme, Ze C' je v aritmetickej hierarchii skutocne ¥3. Lemma 8
nam zas hovori, ze B je Y3-kompletnd. Kedze relacia <,, je tranzitivna, staci
ndm na demonstrovanie druhej vlastnosti ukazat, ze B <, C.

Na to op#f vyuzijeme prioritni metédu. Zvolme pevné z. Vytvorme si
vertikalny zoznam vsSetkych prirodzenych ¢isel a nazyvajme ho hlavny zoznam
(v tomto pripade nam stac¢i jeding). Cislam v hlavnom zozname budeme prira-
dovat znacky [o], [1], [2] .., niekedy k ¢islu napiSeme znamienko plus, niekedy
posunieme znacku a niekedy oboje. (Znamienka minus nepotrebujeme.) Cisla
so znamienkom plus budu tvorit mnozinu A. UkaZeme, Ze nasa konstrukcia
splia tieto podmienky:

e 2 € B= A jenekonecné a A je konetna (teda A je aj rekurzivna),
e 2 ¢ B = A nie je rekurzivna.

Dalej ukdZeme, Ze existuje funkcia h rekurzivna taka, ze A = Wy, z ¢oho
dostaneme:

o 2 € B = Wy, je rekurzivna = h(z) € C,
o 2 ¢ B = Wy, nie je rekurzivna = h(z) ¢ C,

ateda B <, C.

Povieme, Ze ¢islo v hlavnom zozname je wvolné, ak pri nom nie je znacka
a ani nikdy nebola. Cislo v hlavnom zozname je neobsadené, ak nemé zna-
mienko plus. Opisme teraz instrukcie algoritmu. Algoritmus sa sklada z dvoch
casti:

e pomocna procedira,

e hlavna procedira.
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Pomocna procedura:

Krok k:

e Urob k krokov vo vypocte W, (z, ktoré sme si na zac¢iatku pevne zvolili). Zober
vsetky y € W, ktoré sa v ramci tychto £ krokov objavili. Pre kazdé takéto y
urob k krokov vo vypocte W,.

Hlavna procedura:
Zaciname nultym krokom.

Krok 2n (n>0):

e Prirad znacku najmensiemu volnému ¢islu v zozname. Nech m(()”), O

aktudlne pozicie znaciek [o], .., [n]. Urob n krokov vo vypocte Wy, .., W,,.

e Pre kazdé i také, ze 0 < i < n urob: ak :1:5”) je neobsadené (bez plus) a 1:5”) sa

vyskytlo v ¢iastoénom vypocte W;, ktory sme pred chvilou urobili, tak ¢islu wf"
prirad znamienko plus.

Krok 2n+1 (n>0):

e Urob prvych n krokov pomocnej procedury: krok 1, krok 2, .. krok n.

e Zisti, ¢i existuje y také, ze y < n, objavi sa vo W, v Tubovolnom z tychto n
krokov a existuje také u, ze u € W, a prvy raz sa objavi v kroku n pomocnej
procediry (tj. v n — 1. kroku sa eSte nevygeneruje ako prvok W, a v kroku n
uZ &no).

e Ak sa nendjde také y, chod na krok 2n + 2 a ostatné instrukcie z tohto kroku
ignoruj. Ak sa najde, vezmi najmensie z tychto y a pomenuj ho y,,. Pre kazdé i

také, ze y, < i < n, daj plus k ¢islu xin (pozicia znacky [ i ]) ak je neobsadené

(este nema plus) a posuti znacky [ya],[ ya+1 |, . ., [n] nadol k n—y, +1 najmensim

volnym ¢islam v hlavnhom zozname.

Mozme vidief tieto zédkonitosti v postvani znaciek a priradovani znamienok:

e Znacky sa postivaju jedine vtedy, ked ¢isla pri nich dostant plus resp. plus
uz maju. Neexistuje teda ¢islo, pri ktorom by kedysi bola byvala znacka,
pohla by sa a ono by ostalo bez plus. Z toho vyplyva, Ze si nepotrebujeme
Specidlne znacit ¢isla, pri ktorych bola znacka (bud tam este je, alebo méa
dané ¢islo plus).
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Cislo dostane plus, len ak (okrem iného) splita, Ze je pri fiom znacka.

Existuju ¢isla, ktoré maju aj plus aj znacku. (Podla parnych krokov hlav-
nej procedury.)

Znamienko plus nemoze byt zmazané.

Prioritné poradie znaciek [o], [1], [2] .. ostane vzdy zachované.

Takto ziskame mnozinu A. MnoZzina A = {z1,xs,..} je rekurzivne spocetna,
pretoze je generovana procedurou. Procedira pouziva pevne dané z ako
parameter. Keby sme umoznili, aby sa z menilo, dostali by sme rekurzivne
spoCetné mnoziny @1 = {[z1,71], [z1,22] ..}, Q2 = {[22,71], [22,22] ..},
Qs = {[z3, 21], 23,22 ..}, .. aich zjednotenie @ = Q1 UQ2UQ3 .. by bola tiez
rekurzivne spocetnd mnozina. (Vzali by sme fubovolnt dvojicu [2;, ;] a pytali
by sme sa, ¢i patri do Q. Cislo z; by sme si zvolili za ,,pevné“ a zacali by sme ge-
nerovat mnozinu @); podla krokov algoritmu.) Nech A = W,y = {z]|Q(z, z)}.
KedZe (Q je rekurzivne spocetnd, tak podla vety o parametroch existuje
rekurzivna funkcia h, ktora na zdkladane z vyrata index mnoziny A.

Ak z ¢ B, tak podla definicie mnoziny B plati:

Vy(y ¢ W, VW, je konecna).
Mozme to zapisat pomocou implikacie:

Vy(y € W, = W, je konecna).

To znamena, ze ITubovolné y, ktoré sa v pomocnej procedure vygeneruje ako
prvok W, je indexom konec¢nej mnoziny. Preto v neparnych krokoch hlavne;j
procedury pre dostatocne velké n nebudi existovat y patriace W, také, ze po n
krokoch vypoctu W, by sa objavil novy prvok © € W,, o ktorom sme po n —1
krokoch este nevedeli. Jednoducho povedané, ked W, st konecné, tak sa ich
prvky raz ,minu“. To ale sposobi, ze ziadna znacka sa uz nikdy nepohne. Preto
mé kazdad znacka v pripade, ze z ¢ B kone¢nu poziciu. Nech z,, je konefné
pozicia znacky [n]. Potom plati:

T, € A 1, € W,.
Implikicia (=) je zrejmé uz z instrukcii algoritmu (parny krok hlavnej proce-
dary). Ak z,, dostane plus, tak jedine vtedy, ak spliia aj podmienku, Ze patri

do W,,. V neparnom kroku plus ziskat nemoze, pretoze znacka [n| by sa pohla
zo svojej finalnej pozicie.
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Ukézme si opa¢nt implikaciu. Cislo z, je aktualnou poziciou znacky a aj
nou ostane, lebo je tu na finalnej pozicii. Nech z,, eSte nemda plus. Ked
x, patri do W,,, tak po kone¢ne mnoho krokoch, nech je to po i krokoch, ho
vygenerujeme. Preto v kroku 2i spliia x,, vSetky kritéria na ziskanie plus a aj
ho dostane. Mame:

T, € A x, €W,

to znamena

T, €A1, ¢ W,.

Pre kazdé n existuje x,,, ze
(v, € A&z, ¢ W,) V (v, ¢ A&z, € W,)).

Preto plati:
V(A # W),

¢o znamend, ze A nie je rekurzivne spo¢etna mnozina. Z toho podla Postovej
vety dostavame, ze A nie je rekurzivna. Celkovo teda mame:

z ¢ B = A=Wy nie je rekurzivna = h(z) ¢ C.
Ak z patri B, tak podla definicie mnoziny B plati:
Jy(y € W, & W, je nekonecnd).

Vezmime také y patriace W, ze W, je nekonecna. Kedze y € W, tak existuje
krok k pomocnej procedury, v ktorom toto y vygenerujeme. Vo vsetkych nepéar-
nych krokoch 2n+1, n > k hlavnej procediry sa nam toto y objavi a so zvysu-
jucim sa poctom krokov sa vzdy néjde novy prvok patriaci W,. Zaujimaji nas
takéto y < n pre dany krok 2n+-1, ale n sa zvysuje, takze po istom pocte krokov
to bude platif. Vdaka nekonecnosti W, teda mame zarucené, ze pre fubovolny
krok existuje krok budici (nemusi byt bezprostredne budici), v ktorom vyge-
nerujeme taky prvok u patriaci do W, o ktorom nélezani do W, sme zatial
nevedeli. Vygenerovanie takéhoto u sposobi, ze vSetky znacky s mensSou priori-
tou ako znacka oznacend ¢islom y (vratane) daji svojim pozicidm znamienko
vzdy ndjde, preto znacky |y |. ., [n] vzdy daji svojim pozicidm plus a vzdy sa
posuni. Z toho dostavame, ze nekonecne vela ¢isel nadol od pociato¢nej pozicie
znacky | y | dostane plus. Preto je komplement A kone¢ny. Dostali sme teda:

z € B = A je konetna = A = Wy, je rekurzivna = h(z) € C. O
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Zéroven bola dokdzan4 este jedna dolezitd veta: tiez mnoZina D = {z|W, je kone¢na} je
Y3-kompletna:

z ¢ B = A=Wy, nie je rekurzivna = Wy, je nekoneéna = h(z) ¢ D,

z € B = Wy, je koneénd = h(z) € D.
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