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1 Uvod

Slozitost mnoziny tzce souvisi se stiidanim kvantifikdtord v definujici
podmince (aritmetickd hierarchie). Uzite¢nym néastrojem pii studiu slozi-
tosti je myslenka preveditelnosti — pokud je mozné ,prevadét” jednu mno-
zinu na druhou, pak jejich slozitosti vzdjemné souviseji. ,Slozitost” mnozin
bude dale zkouméana z hlediska (moznosti) jejich vzajemného prevadéni —
nikoli z hlediska naroc¢nosti vlastnich vypoctt provadénych pii prevadéni.
Z preveditelnosti podle jedné definice mize vyplyvat preveditelnost podle
jiné definice; jednotlivé definice mtizeme takto usporadavat. Definice preve-
ditelnosti vybudované v této praci tvoii dokonce jistou ,hierarchii“ podobné
jako napt. Chomského hierarchie formalnich jazykt. V Chomského hierarchii
stoji ,nejvyse” jazyky rozpoznatelné Turingovymi stroji, coz je vlastné nej-
obecnéjsi definice jazyki identifikovatelnych redlnymi vypocetnimi modely.
Predchozi gramatickd véta poskytuje navod a motivaci jak vybudovat tzv.
turingovskou preveditelnost.

Je vSak potieba provést posun v chapani Turingova stroje, ktery musi
mit pro ucel prevadéni ,informace“ o mnoziné, na kterou prevadime. Tento
posun spociva v definovani orakula (,cerné skiiiiky Fesici otazku, zda prvek
lezi v ur¢ité mnoziné“) a Turingova stroje s ordkulem. S témito ideami se 1ze
ostatné setkat napf. v mnoha partiich teoretické informatiky.

Pomoci teorie rekurzivnich funkci 1ze formalizovat veskeré skutecnosti
formalizovatelné pomoci Turingovych stroji — tedy i turingovskou preve-
ditelnost. V praci zavedeme alternativni definici turingovské preveditenosti
vyuzivajici pojmu teorie rekurzivnich funkci. Zdiraznéme, Ze slovem alterna-
tivni neni minéno slovo neekvivalentni. Dtikaz ekvivalence obou definic bude
nastinén v jednom z dodatkii. Ustfedni tématem prace piedstavuje rozvijeni
zékladi teorie této alternativni turingovské preveditelnosti.

Mnoho z dosazenych vysledki se tyka vlastnosti operace skoku. Skok je
v podstaté mnozinova funkce ,zvysujici“ slozitost mnoziny. Tato zobrazeni
je vlastné relativizaci konstrukce mnoziny K z prazdné mnoziny.

Prace rozviji poznatky o pfeveditelnosti pfednasené na katedie logiky
Filozofické fakulty UK v kurzu , Teorie algoritmii“. Zaroven vyuziva vysledky
této prednasky a to predevsim:

e definice relace <, a jeji zakladni vlastnosti,

e definice aritmetické hierarchie a jeji zakladni vlastnosti,



e definice mnoziny K a vztahy K ¢ OR, K € RS, K ﬁm,K.

Kromsé ovladnuti pfislusnych témat ze zminované prednésky (a elementarnich
poznatki logiky a teorie mnozin) nejsou kladeny na znalosti ¢tenédfe zadné
dalsi specifické naroky. Prostfedky vyuzivané pii kédovani koneé¢nych mnozin
jsou shrnuty v dopliitku ,, Kédovani mnozin“. Nevhodnou volbou kédovani se
mohou vyklad problematizovat (napt. kdyz tloha =z € D, nebude algorit-
micky Fesitelnd). Zminovany doplnék uvadi jednoduché podminky na kédo-
vani, pri jejichz splnéni mtzeme bez obav uzivat elementarni mnozinové kon-
strukce v teorii rekurzivnich funkci a uvadi konkrétni priklad kédovani.



2 Turingovska preveditelnost

2.1 Neformalni definice turingovské preveditelnosti po-
moci Turingovych stroju

Bézné se turingovska preveditelnost definuje nékolika vzajemné ekviva-
lentnimi zptisoby. Pro tuto praci tstfedni definice zaloZena na teorii rekurziv-
nich funkeci pochazi od Smorynského. Historicky prvni definice turingovské
preveditelnosti vyuziva pojmu Turingova stroje a je vlastné motivovana tou-
hou po vybudovanim co ,mozna nejobecnéjsi rozumné“ definice preveditel-
nosti ,implementovatelné na realné vypocetni modely“.

7 didaktickych a motivacnich divodi se nejprve zabyvejme historicky pt-
vodni definici turingovské preveditelnosti, kterd vyuziva nazorny vypocetni
model — Turingovy stroje. Vzhledem k smétovani prace je tato podkapitola

Jako vychodisko pfedpokladejme, ze ,mame informaci o mnoziné X“ ta-
kovou, Ze jsme schopni rozhodovat nalezeni do této mnoziny X. Formali-
zaci intuitivni idee ,mame informaci o X“ je ordkulum. Pojem orakula je
v teoretické informatice velmi frekventovany — napiiklad v teorii vypocetni
slozitosti.

Idea definice 1. Ordkulum Ordkulum je (hypotetické) vypocetni ,zafi-
zeni“, ktere resi urcitou ulohu. Touto ulohou je obvykle uloha:

o neresitelna Turingovyms stroji,

e neresitelnd Turingovymi stroji v urcitém casovém nebo pamétovém pro-
storu,

e 0 které neni znamo, zda je Tesitelna Turingovymi stroji.
|

Idea definice 2. Orakulum mmnoZzZiny Ordkulum mnoZiny A je ordkulum,
ktere resi ilohu x € A. N

V této podkapitole nasleduje ze striktné matematického hlediska dosti
vagni definice turingovské preveditelnosti, ktera ma vsak situaci jen ozfejmit.
Podrobny vyklad této problematiky, ktery plné spliuje pozadavky na pres-
nost, poskytuje kniha [4] nebo [2].



Idea definice 3. Turingovska preveditelnost (<r-preveditelnost) Mno-
Zina B je turingovsky preveditend na mnoZinu A (symbolicky B <t A),
jestlize ulohu x € B 7esi néjaky Turinguv stroj, ktery ,md k dispozici ordku-
lum mnoziny A“.

Turinguv stroj, ktery ,md k dispozici ordkulum mmnoziny A“, lze pova-
Zovat za ekvivalentni ndsledujicimu vypocetnimu modelu. Méjme stroj, ktery
se od Turingova stroje lis{ tim, Ze dostane-li se do stavu ,ORAKULUM,
provede nasledujici operace:

o Je-li na levo od cteci hlavy n znaki 1 a (n+1)ni znak je 0 a je-lin € A,
pak zapise na pdsku ,ANOX.

o Je-li na levo od cteci hlavy n znakii 1 a (n+1)ni znak je 0 a je-lin € A,
pak zapise na pdasku ,NE*.

e V ostatnich pripadech zapise na pdsku ,CHYBA*.
e Prejde do stavu jiného ne# stav ,ORAKULUM¥,

Jingmi slovy: Turinguv stroj ,ziskd z definice mozZnost“ béhem prechodu
z jednoho stavu do druhého ,urcit s pomoct ordakula® hodnotu charakteristické
funkce dané mnoZiny.! N

Idea definice 4. Turinguv stroj s orakulem Turingiv stroj ,majici k dis-
pozici ordkulum A“ nazgvejme ,Turingovym strojem s ordkulem A“. 2 N

Kniha [4] uvadi dalsi konkrétni analogické realizace vyse uvedenym zptso-
bem zobecnéného Turingova stroje. Lze si napriklad predstavit, ze Turingtv
stroj ma pomocnou pasku. Na tu zapise ¢islo a miize provést s orakulem
néco podobného jako, feceno programatorsky, zavolani podprogramu. Vy-
sledkem tohoto volani bude zapsani informace, zda ¢islo na pomocné pasce
je nebo neni v mnoziné, na pomocnou pasku. Podobné by slo misto Turin-
gova stroje, ktery ,ma k dispozici orakulum mnoziny A“ vyuzit predstavu,
ze k vypocetnimu modelu rekurzivnich funkci se ,,pfida“ jako dalsi primitivni
funkce funkce c4.

L Autor se domniva, Ze na zakladé uvedené konkrétni realizace je zfejma vhodnost po-
uziti formulace , Turingtv stroj ma k dispozici ordkulum mnoziny A“.

2Tedy mnozina B je turingovsky preveditelnd na mnozinu A, kdy# existuje Turingtiv
stroj s orakulem mnoziny A fe$ici ilohu naleZeni do B.



Véta 1. Turingovska preveditelnost je reflerivnit a tranzitivnt [

Naznak dukazu: Dikaz je zaloZen na konstrukeci ptislusnych Turingovych
strojit s ordkulem A. Korektnost® zkonstruovanych strojt neni ovéfovana,
protoze je evidentni.

Pii rozhodovani, zda x € A, se Turingiv stroj jednoduse ,zepta“ ora-
kula a skonc¢i. Vysledkem cinnosti uvedeného stroje je odpovéd, zda x € A.
Existence popsaného stroje implikuje reflexivitu turingovské preveditelnosti.
Polozme libovolné (ale pevné) A <t B (a necht Ty<,p je definici pfedpoklé-
dany Turingtv stroj) a B <t C (a necht Tg<,.¢ je definici pfedpokladany
Turingtv stroj). Nyni dokazme existenci Turingova stroje Ta<.,.c, jehoZ exis-
tence by implikovala A <t C.

V programatorské praxi se casto pracuje s pojmem ,,volani podprogramu®.
Predstavme si, ze z T<,c ,,vyrobime“ podprogram INp volany s jednou
proménnou, jehoz vystupem je pravdivostni hodnota. Podprogram INp roz-
hodne, zda dany prvek nalezi mnoziné B (tj. INg(z) < = € B). Nyni stadi
modifikovat Ts< ¢ tak, ze kazdé ,volani“ ordkula nahradime ,volanim* pod-
programu INg.

Nyni si jiz sta¢i uvédomit, ze vypocet Turingova stroje je definovany
rekurzivné a vysledky volani orakula a podprogramu jsou stejné. Zkonstruo-

vany Turingtv stroj je hledanym strojem 7T's<.c.

Naznacena myslenka bude pozdéji formalizovana pomoci tzv. Smoryn-
ského defince turingovské preveditelnosti.

2.2 Rekurzivni spocetnost v mnoziné

.....

podkapitoly je tento pojem zobecnit (relativizovat) na pojem rekurzivni spo-
¢etnost v mnozine€.

Turingtiv stroj s orakulem pfi vypoctu, ktery konverguje, provede jen ko-
necny pocet vypocetnich krokt a projde jen konecnym poctem stavi. Tedy
Turingiiv stroj realizovany popsanym zpiisobem se nachazi béhem vypoctu
ve stavu ,ORAKULUMY jen kone¢nékrat. Je patrné, ze na vypocet ma vliv
jen kone¢né mnoho hodnot charakteristické funkce. Jinymi slovy staci brat
v uvahu jen konec¢né ,dat“. Kdybychom znali tuto kone¢nou mnozinu rele-
vantnich hodnot, nemusili bychom pozadovat informaci o vSech hodnotéach,

3Tj. otazka, zda stroj skuteéné danou tlohu Fesi.



kterou poskytuje ordkulum, ale stacilo by se omezit jen na tuto konec¢nou
mnozinu. Z téchto idei vychazi alternativni definice turingovské preveditel-
nosti vybudovana v této kapitole (vyuzito [6]). Naposledy nyni zdiraznéme,
7e obé uvadéné definice turingovské preveditelnosti jsou ekvivalentni — po-
drobnosti jsou uvedeny castecné ve vlastnim textu a schrnuty v doplnku
,Ekvivalence obou definic turingovské preveditelnosti“.

Rekurzivni spocetnost v mnoziné

Definice 5. Rekurzivni spocetnost v mnoziné (podle Smoryriského)
MnozZina B je rekurzivné spocetnd v A, pravé kdyz existuje rekurzivné spo-
cetnd terndarni relace R, pro kterou plati:

r€B < Juw:D,CA & D, C A & R(z,u,v), ()

neboli:

B={z;3u3v:D,C A & D,C A & R(x,u,v).}

Symbolicky piseme ,B € RS(A)“. O rekurzivni spocetnosti v mnoziné mlu-
vime také€ jako o relativizact rekurzivni spocetnosti. M

Definice 6. TFida RS(A) predstavuje tridu vsech mnoZzin rekurzivné spocet-
nych v mnozine A. W

Protoze v definici neni uvedena konkrétni volba kédovani, je legitimni na-
mitat jeji nekorektnost; diikaz korektnosti * je uveden v doplitku ,, Kédovani
mnozin®.

Komentar k definici rekurzivni spocetnosti v mnoziné: Jiz byly
naznaceny ideové vazby pripravované definice a definice s pomoci Turingo-
vych stroji, nyni obecné formulované myslenky konkretizujme. Je ziejmé,
ze by bylo dobré volit mnozinu D, | D, tak, aby obsahovala vSechna ¢isla,
na ktera se ,,dotaze“ Turingiv stroj ordkula béhem vypoctu. Znalost mnozin
D,, D, z hlediska vypoctu je ekvivalentni moznosti pouziti ordkula. Podobné
jako ve vété o normalni formé relace R ,hleda“ minimalizaci kéd vypoctu
Turingova stroje s orakulem, coz je mozné vzhledem k tomu, ze tloha roz-
hodnout, zda prvek lezi v mnoziné D, nebo D, je rekurzivni. Podrobnéji
se ditkazu ekvivalence obou definic vénuje jeden z dodatkti, ktery dokonce
obsahuje naznak dtikazu této ekvivalence.



Ttida rekurzivné spocetnych mnozin je vlastné tfidou mnozin rekurzivné
spocetnych v prazdné mnoziné — rekurzivni spocetnost v mnoziné je relativi-
zaci pojmu rekurzivni spocetnost. V tom spociva logika oznaceni ,rekurzivni
spocetnost v mnoziné®.

Véta 2. Plati - RS = RS()) O
Dukaz: Dokazme nejprve RS(()) C RS. Nejprve prepisme definici *:

t€B < Juw:D,CO & D, CO & R(x,u,v)

Je-li v8ak podle definice R € RS, je celd podminka na pravé strané * rekur-
zivné spoCetna. Tim je dokézano RS(()) C RS. Nyni se zabyvejme opacnou
inkluzi. Chceme tedy pro libovolnou mnozinu B € RS dokdzat B € RS(0). Z
definice kédovéani vyplyva Ju,v : D, =0 & D, = 0.

xEB@HuHU(DUQQ)&DUQ@&xEB)

Tedy hledand * podminka je Ju3v(D, € § & D, C 0 & = € B). Tim
jsou dokazany obé inkluze a soucasné je tim dokazana i zkoumana rovnost.

Q.ED

Rekurzivni spocetnost v mnoziné neni hledanou turingovskou preveditel-
nosti, protoze napi. neni tranzitivni.

Véta 3. Relativizovana rekurzivni spocetnost neni tranzitivni
-VA,B,C : A€ RS(B) & BeRS(C) = AcRS(C) O

Dukaz: Mnozina K je rekurzivné spocetnd (resp. K € RS(0)). Zaroven mno-
zina je rekurzivné spocetna ve svém doplitku; toto pomérné ziejmé tvrzeni
bude dokazano v nasledujici kapitole — samoziejmé tento slibeny ditkaz ne-

bude vyuzivat pravé dokazovanou vétu (dikaz kruhem). Z tohoto tvrzeni
vyplyva K € RS() & K € RS(K). AvsSak vime, %e mnozina K neni rekur-

zivné spocetna (resp. K & RS(0)).

2.3 Rekurzivnost v mnoziné a turingovska preveditel-
nost

Zamysleme se nejprve nad otazkou, pro¢ vlastné neni relace rekurzivni
spocetnosti v mnoziné tranzitivni. Vagné feceno proto, ze prvnim pfevedenim
yztracime informaci“ o tom, které prvky v obrazu nelezi. Jinak fe¢eno nejsme
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schopni tlohu nélezeni rozhodovat, ale pouze prijimat. Po této analyze je
feSeni nasnadé — pozadovat nejen rekurzivni spocetnost v mnozin€, ale i v je-
jim dopliku.

Uvahy provedené v poslednich tiech gramatickych vétach jsou zajima-
vym zpisobem analogické s Postovou vétou. Postova véta totiz tvrdi, Ze re-
kurzivné spoCetna mnozina, kterd ma rekurzivné spocetny doplnék, je nutné
rekurzivni. Definice turingovské preveditelnosti vychéazi pfimo z pojmu rekur-
zivnost v mnoziné. Idea definovani rekurzivnosti v mnoziné je tedy prakticky
analogickd myslence Postovy véty.

Rekurzivnost v mnoziné a turingovska preveditelnost

Deﬁ_nice 7. Rekurzivnost v mnoziné MnozZina A je rekurzivni v B, pokud
A i A jsou rekurzivné spocetné v B. Symbolicky piseme ,A € R(B)“. N

Rekurzivnost v mnoziné je opét relativizaci pojmu rekurzivni mnoziny —
ditkaz bude uveden v dalsim vykladu. Nasleduje alternativni definice turin-
govské preveditelnosti, ktera je pro tuto praci tstiredni definici.

Definice 8. Turingovska preveditelnost MnozZina A je turingovsky pre-
veditelnd na B, pokud A je rekurzivni v B. Symbolicky piseme ,A <t B“. N

10



3 Zakladni poznatky o rekurzivni spocetnosti
V mnoziné

Tato a nasledujici kapitola uvadi jednoduché oziejmujici priklady a uka-
zuje zakladni vlastnosti teorie rekurzivni spocetnosti v mnoziné. Ukazeme,
napriklad ze:

e 7e turingovska preveditelnost je tranzitivni relace,
e 7e tiida rekurzivné spocetnych mnozin v mnoziné je uzaviena na ope-

race pruniku, sjednoceni, existen¢ni kvantifikace a omezené univerzalni
kvantifikace,

e vztah rekurzivni spocetnosti v mnoziné k operaci skoku,

e 7e rekurzivni spocetnost v mnoziné a operace skoku tzce souviseji
s aritmetickou hierarchii.

3.1 Elementarni poznatky o relativizované rekurzivni
spocetnosti

Cilem této podkapitoly je zkoumat tfidu vSech mnozin s pomoci pojmi
vybudovanych v predchozi kapitole. Pfedevsim pak bude ukazano, ze mno-
Zina a jeji doplnék jsou turingovsky pieveditelné, nékteré vyznacné vlastnosti
tiidy OR a uzavienost tfidy RS(A) na rizné mnozinové operace.

V nésledujicim prikladu bude predvedeno nékolik jednoduchych fesenych
piikladi ukazujicich pouziti podminky *. V prvnich ¢tyfech bodech nésle-
dujicitho ptikladu, lze nahradit pozadavek rekurzivni spocetnosti silnéjsim
pozadavkem rekurzivnosti.

Priklad 1. Doplnék a prvek tridy RS
Doplnek
I. A€RS(A) I AcRS(A)
II. AeRS(A) IV. Ax AeRS(A)

Prvek tridy RS
V. A€RS = AecRS(B)

11



Resent : Podle definice * sta¢i dokazat, Ze existuje pro jednotlivé body pii-
kladu prislusna relace. Diikaz existence relace provedeme jednoduse zvolenim
vhodné relace a dokdzanim korektnosti této volby.

Z faktu A € RS (péaty bod) plyne, Ze existuje relace Rrs € RS spliu-
jici A = {z; Rgrs(x)}. Posledni vyraz vSak predstavuje velmi specidlni tvar
podminky *:

Rps(z) & Fudw(D,C B & D, C B & Rps(r)) & v € A

Pro nazornost si je mozno predstavovat, ze D, U D, je prazdna mnozina —
coz ilustruje fakt, Ze z hlediska feSeni tllohy x € A je mnozina B nepodstatna.
Za D, a D, lze volit bez jmy na obecnosti vZdy — bez ohledu na B — volit
mnozinu (:

Judv(D, € B & D, C B & Rgs(z)) & Fudw(D,CB & D, C B &
& (Rrs(z) & D, =0 & D, =0))

JuFv(D, C B & D, C B & (Rps(z) & D, =0 & D, =0))
& (FuvD, =0 & D, = 0) & (Rgrs(z)))

Pravé strana je velmi nazorna. Ziejmé plati Ju3v : D, = 0 & D, = 0. Tim
je dokonceno Teseni patého bodu. Dokonceme i zbyvajici body.

Nejprve ve strucnosti predesleme idee konstrukci vhodnych relaci pro
prvni dva body prikladu:

1. postacuje pozadavek, aby prvek x lezel v néjaké mnoziné D,,,

2. postacuje pozadavek, aby prvek x lezel v néjaké mnoziné D,,.

s e

strany podminky *; nap¥. v druhém bodé (A € RS(A)) stadi uvazovat jen
podtrzené casti nasledujiciho vyrazu.

Juv:D, CA & D, C A & R(w,u,v)

12



Tuto situaci ilustruje predstava vypoc¢tu Turingovym strojem. Turingiv stroj
se ,zeptd® ordkula, zda x € A a skondi. Je-li odpovéd ,NE“, pak plati x ¢ A
(resp. x € A). Naprosto piesné v souladu s komentéiem k definici rekurziv-
nosti v mnoziné a uvedenou konstrukci Turingova stroje miize nyni napsat
tvar hledané relace:

D,=0 & D, ={z}

Z hlediska podminky * ekvivalentné (z hlediska samotné relace vSak ne-
ekvivalentné) mizeme relaci volit jednoduseji jako = € D,. Zkonstruovanim
piislusné relace je téméf podano feseni druhého bodu piikladu.

7 identity A = A plyne, ze druhy a t¥eti bod piikladu jsou ekvivalentni.
Proto staci dokazat jen druhy bod. Zpiisob feseni prvniho bodu je naprosto
analogicky — hledanou relaci je relace x € D,,.

Naésleduji ,nezbytné“ ¢leny podminky * pro jednotlivé dokazované body
prikladu:

(

I D.CA& (zeDy)
I D,CA& (xeD,)
Juiv : v D, CA&D,CAL&
& (Jxp,Jxg 2, €Dy & 2R €D, & x = (x;2R))
\V RR5($)

Pro tplnost jesté vyslovné uvedmé, ze hledanou relaci v étvrtém (resp. prv-
nim) bodé je:

dzxp,Jrg 2, €D, & xp €D, & x = (x1;2R)
(resp. z € D)
Nyni zbyva dokazat jiz jen korektnost dosavadnich konstrukci. Vénujme

se postupné jednotlivim bodim:

1. Je-li x € D, a D, C A, pak nutné plati z € A. Zaroven vsak je-li
x € A, pak existuje mnozina D, (napf. {z}), ze x € D,. Dosazenim
do definice * tedy ziskdme skuteéné mnozinu A.
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2. Uvaha je naprosto analogické ptedchozi tivaze.
3. Vyplyva z predchoziho bodu.

4. Uvaha je nyni jen komplikovanéjsi. Nalezi-li 2 do A x A, pak existuje
mnozina D, obsahujici (2); (napf. {(z):}) a mnozina D,, obsahujic ()2
(napt. {(x)2}). Je-li (z); € D, a (z)2 € Dy, pak nutné plati z € A x A.

5. Korektnost byla zdivodnéna vyse.
v
Lemma 4. MnoZina je <rp-preveditelnd na svij doplnék A <t A 0O
Dukaz: Toto tvrzeni je o¢ividné dusledkem predchoziho prikladu.

Nésledujici priklad, budeme ftesit jiz méné podrobné nez priklad pred-
chozi.

Piiklad 2. Ax A<t A O

Reseni: Podle definice turingovské pieveditelnosti staci dokézat dva vyroky
(Ax A€ RS(A) a (A x A) € RS(A)). Prvni z vyrokt byl viak jiz dokazan
v pfedchozim piikladé.

Nyni jiz sta¢i najit rekurzivné spocetnou relaci figurujici v definici * apli-
kované na druhy vyraz, ktery se da prepsat nasledujicim zptisobem:

(Ax A)=(Ax A)U(Ax A)U(Ax A)

Toto pfepsani je pouhé vyuziti zakladnich poznatkt teorie mnozin. Hle-

danou relaci je samoziejmé naptiklad relace:

(Jzp,2r € D, & x = (vp,2r)) V (3zr,2r € D, & x = (2, 2R))V
V(@zp €D, & Ju, €D, & 7 = (v, 25))

Je-li totiz splnéna tato relace, musi byt splnéna jedna z disjunkei. Splnéni
jakékoli z disjunkci vyluéuje = € (A x A). Druhy smér je podobné trividlni.

v
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Nalezenim této relace je dokonceno feseni pfikladu. Zaroven vsak byl
naznacen dikaz uzavienosti tfidy RS(A) na sjednoceni (a souéin); tato pro-
blematika bude podrobnéji studovana v dalsim vykladu. Sjednoceni mnozin
totiz ,,odpovidd“ pouziti disjunkce na pfislusné relace. Nyni se zabyvejme
zajimavéjsim tvrzenim.

Véta 5. Vztah turingovké preveditelnosti a <, -preveditelnosti Plati:
A<u,.B = A<t B
Opacnd implikace vsak neplati. [

Diikaz: Reseni se provadi opét stejnym zptisobem. Staci si uvédomit, ze mno-
ziny jsou <,-prevadény néjakou funkci f. Napovézme jiz jen tvar vhodnych
relaci:

o = f(y) & y € D, — relace pro A € RS(B)
e v = f(y) & y € D, — relace pro A € RS(B)

Nyni si jiz staci opét uvédomit, které prvky mohou mnoziny D, a D,
obsahovat. (Coz vSak presné koresponduje s definici <,,-pfeveditelnosti.)

7 predchoziho prikladu vime, Ze mnozina je turingovsky preveditelnd na
sviij doplnék — K <1 K; co# vsak neplati pro <-pieveditelnost (podrob-

nosti viz [7]). Tento ptiklad ukazuje, Ze opa¢nd implikace neplati.

3.2 Uzavienost mnozZiny RS(A) na rtzné operace

Lemma 6. A€ OR < RS(A)=RS O
Dtikaz : V prvnim (resp. druhém) bodé je dokdzan smér = (resp. < ).

1. Zabyvejme se nejprve implikaci zleva do prava. Protoze A € OR, je
rekurzivni i relace D, € A & D, C A. Mé¢jme libovolnou rekurzivné
spocetnou ternarni relaci R, pak podminka *, do které dosadime za
rekurzivné spocetnou relaci pravé relaci R, je rovnéz rekurzivné spo-
cetna.
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2. Dokazujme sporem; tedy predpokladejme A ¢ OR (resp. A € RS\ OR
nebo A ¢ RS). Je-li A € RS\ OR, pak A ¢ RS (Postova véta). Podle
piedchoziho piikladu plati A € RS(A) a tedy A € RS. Je-li dokonce
A ¢ RS, pak z reflexivity rekurzivni spocetnosti plyne, ze A € RS(A)
implikuje A € RS. Z obou moznosti plyne spor s RS(A4) = RS.

Dokéazanim obou smért implikace je dokazana kyzena ekvivalence.

Véta 7. Trida RS(A) je uzaviena na operace sjednocent, priniku, existencni
kvantifikaci a omezenou kvantifikaci. [

Dikaz : Nejprve dokazujme uzavienost na operace sjednoceni a pruniku.
Necht B; nalezi RS(A) (resp. By € RS(A)), pak existuji ternarni relace R;
(resp. Rs) generujici mnozinu By (resp. Bs).

v € B, & Ju3v, :D,, CA & D, CA & Ry(z,up,v;)

resp. T € By & Juy3vy : Dy, CA & Dy, CA & Ry(x,u9,vs)
Nyni jiz sta¢i napsat jen tvar ternarnich relace R (resp. Rg ):

r€(B U By) & uIw:D, CA&D,CA& Ry (v,u,0)

resp.N resp.R g
R, :=(Jui,us3Ivy,v:D,, €D, & D,, CD, &

resp.R g

& D'vl g D’U & D'Ug g DU & (Rl([ﬁ,Ul,Ul) \/& RQ(.’,U,UQ,UQ))
resp.

Tim, Ze se podafilo najit R, € RS (resp. Rg € RS), byla dokézana uzavie-
nost tfidy RS(A) na sjednoceni (resp. prinik).

Kvantifikaci je minéno vytvofeni mnoziny B z A:

B:={z; 3Jy ,{(x,y) € A}
resp.Vy<n

Omezena univerzalni kvantifikace  Je-li pro vSechna m < n ,dosvéd-
¢eno® (x,m) € A mnozinami D) € A a Dy(my C A, pak platnost omezené
univerzalni kvantifikace lze ,dosvédcit RS relaci a mnozinami, ,,obsahujicimi
potfebné svédky®, U< Dyim) € A a Up<nDym) C A, které jsou samoziejmé
konec¢né. Formalnéji je ivaha o sjednoceni mnozin svédkt provedena v nasle-
dujicim dikazu tranzitivity turingovské preveditelnosti; zminény dikaz mize
slouzit jako ,navod“ jak napsat presny dikaz uzavienosti na omezenou uni-
verzalni kvantifikaci.
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Existencni kvantifikace  Po pfidani jednoho existe¢niho kvantifikdtoru
pred RS podminku samoziejmé ziistame v tiidé RS.

r€B & Ju,v:D,CA&D,CA& R(x,u,v)
{;3y : (v,y) € B} = {2;3u,v:D, CA & D, C A & (3y: R({x,y),u,v))}
R(z,u,v) € RS = Jy: R((z,y),u,v) € RS

Definice 9. Nesrovnatelnost vici <,-preveditelnosti Mnoziny A a B
jsou nesrovnatelné vici <,-preveditelnosti, pokud A 4, Bi B £, A. N

Definice 10. Ekvivalence viuci <,-preveditelnosti Mnoziny A a B jsou
ekvivalentni viuci <,-preveditelnosti, pokud A <, B i1 B <, A. 1

Definice 11. Stupen preveditelnosti viuci <,-preveditelnosti Stupen
preveditelnosti je viuci inkluzi nejuétsi mnozina mnozin po dvou ekvivalentich
vict <,-preveditelnosti. M

Priklad 3. Priklady k pojmum ,nesrovnatelnost (resp. ekvivalence) vici pre-
veditelnosti“ a ,stupen preveditelnosti:

Nesrovnatelnost mnozZin viuéi preveditelnosti:

<1 =m <t

0 a N ano ano ne
{1} a {1,2} ano mne ne
{1} a K ano ne  ne

K a K ano ano ne
A a A ne ne ne

Ekvivalence mnoZin vuadéi preveditelnosti:

Sl Sm ST

0 a N ne ne ano

{1} a {1;2} ne ano ano

K a K ne ne ano

0 a K ne ne ne

A a A ano ano ano
{1;2;3} a {7;13;2879} ano ano ano

17



Stupen preveditelnosti:

<G Sn <t
OR ne ne ano
RS ne ne ne

V této chvili se mize zdat pravdépodobné, Ze tiida rekurzivné spocetnych
relaci je stupen ekvivalence viici turingovské preveditelnosti. Ve skutecnosti
tomu tak zdaleka neni.

Friedberg-Mucnikova véta

P1i hlubsim zkoumani se ukaze, ze turingovska pieveditelnost je mozna az
prekvapivé slabd. Na tomto misté poznamenejme napiiklad, ze tiida RS(0)
neni stupném preveditelnosti vici turingovské preveditelnosti; dokonce exis-
tuji turingovsky nesrovnatelné rekurzivné spocetné mnoziny. Tento vysledek,
presahujici ramec tohoto pojednani, se nazyva Friedberg-Muc¢nikova véta
(dale jen FM). Dtikaz véty je pomérné zajimavy (ale i technicky néroény) a
1ze se s nim seznamit v [4] nebo ro¢nikové praci [8]. Na druhou stranu exis-
tuje vice X;-kompletnich mnozin vici turingovské preveditelnosti nez vici
<m-preveditelnosti (ptfiklady jsou uvedeny napt. v [4]).

3.3 Tranzitivita turingovské preveditelnosti

V této podkapitole bude reformulovan diikaz tranzitivity, provedeny v pod-
kapitole ,,Neformalni definice turingovské pteveditelnosti pomoci Turingo-
vych stroji“, do , jazyka“ teorie rekurzivni spocCetnosti v mnoziné — jedna
se vlastné o priklad castecné oziejmujici vztah obou definic turingovské pte-
veditelnosti. Piredesleme jesté, ze mnoziny ,mnozin svédki“ budou znaceny
Dy, (resp. D,,).

Véta 8. Tranzitivita turingovské preveditelnosti Turingovskd prevedi-
telnost je tranzitivni.

Duikaz : Z predpokladi A <t B a B <t C dokazme A € RS(C). Polozme
relace podle definice * néasledujicim zptsobem:
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A={z;3u,v:D,C B & D, C B & Racrs(n)( )}
A={z;3u,v:D,CB & D, CB & Ricrs(p) (T, u,0)}
B={z;3u,v:D,CC & D, CC & Rpers(o)( )}
B={r;3u,v:D,CC & D,CC & Rpers(o)(®,u,v)}

Nyni upravujme vyraz D, C B, tak abychom tento vztah vyjadrili pomoci
relace Rpec:

D,CB & (Vx<wu:z€D, = z€B)
r€B ¢ Ju,v:D,CC & D, CC & Rpec(z,u,v)
D,CB <« Vr<u:x€D, = Ju,,v,:D, CC&D,, CC &
& Rpers(c)(, Ug, Vz))

Nyni pfepiSme pravou stranu (uzavorkovanou podformuli) posledni formule
do vhodného tvaru. Pii tomto prepisu uvazujme ,sumu mnoziny mnozin
svédki“, kterd je samoziejmé kone¢énd (mé sviyj kéd) a kterou ozna¢me jako
uy (resp. vy):

EIUU,UU . DuU g C & D’UU g@ &
& Ve <wu:(reD, = Ju,,v,: (D, CD,, &
& D, €D, & Rpersc)(®, Uz, vz)))

S pomoci predchoziho vztahu zavedme podminku ¢p ,dosvédcujici* D, C B:

op(u,uy,vy) < Ve <wu:(xreD, = Ju,,v,:D,, CD,, &
& Dvx - Dvu & RBERS(C)(x7u$7U$))
Naprosto analogicky mizZeme upravovat vyraz D, € B a vyslednou podminku
ydosvédcujici® D, € B oznacme jako ¢g. Presny vyznam téchto podminek
je nasledujici:
D,C B < Juy,v,:D,, CC & D,, CC & ¢p(u,uy,vy)
D, C B & Juy,v,:D,, CC & D,, CC & ¢5(u,uy, vy)

Vay C vy, 0y C oy - (¢B<u7 ﬂu,’au) = ¢B(uauu,vu))
Vﬂugvuaﬁugvui( Uy, U



Protoze relace ¢z a ¢p jsou rekurzivné spocetné, mizeme nyni jiz miizeme
napsat mnozinu A ve smyslu podminky * pro A € RS(C):

A={z;3u,v: D, CC & D, CC & (Fup,uz: ép(up,u,v) &

& ¢gp(ug, u,v) & Racrsp) (T, up, up)).

Tuto pomérné neprehlednou rovnici, ktera je hledanou relaci *, nyni okomen-
tujme:

mnoziny D, ,,D,, jsou ,svédci“ z € A,

proménné u,v jsou kédy sum ,mnozin svédki“ (,svédci“ pro x jsou
mnoziny ug, ug),

podminka ¢p(ug,u,v) ,dosvédéuje“ D,, C B,
podobna tvrzeni platii pro v a ¢z(ug,u,v),

Racrs(p) (%, up, vg) y,dosvédcuje” x € A.

Naprosto schodnym postupem se dokaze platnost A € RS(B). Nyni si

staci uvédomit definici <p-preveditelnosti.
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4 Operace skoku

4.1 Definice skoku

Operace skoku je relativizaci konstrukce mnoziny K z mnoziny (). Mo-
tivaci k zavedeni operace skoku ukazuje nasledujici tvaha o vlastnostech
mnoziny K. Pro uplnost zopakujme jeji definici.

Definice 12. MnoZina K a problém zastaveni

K= {r;x e W,}

Problém zastaveni je uloha ,x € K“. 1

Je znamo, ze K neni rekurzivné spocetna; naopak mnozina K je rekur-
zivné spocetna. Mnozinu K jsme ziskali vydélenim velmi jednoduché mnoziny,
kterda uréuje mnozinu K ({z;x € W,}), je zfejmé, Ze zpusob konstrukce
vylucuje existenci rekurzivné spocetné metody vypoctu. Pokusme se nyni
uvedenou konstrukci zobecnit a tim ziskat operaci skoku.

Meritem konstrukce bude zobecnéni vyrazu W, ktery vypovida o vypo-
¢tech na Turingové stroji (resp. rekurzivni funkce) s kédem z, na vyraz W2,
ktery bude vypovidat o vypoctech na urcitém Turingové stroji s orakulem
mnoziny A. K naplnéni tohoto programu potfebujeme rozsitit prostiedky
pouzivané ke kédovani; pii analyze definice uvedené v kapitole ,,Neformalni
definice turingovské preveditelnosti pomoci Turingovych stroji“ Turingova
stroje s orakulem mnoziny A se ukaze, ze potfebujeme ,dokdédovat*:

e nejvyse tii nové znaky abecedy,

e jeden vnitini stav (v podstaté poloZeni otazky na nalezeni do A).

Pozadované koédovani je mozno vybudovat snadnym rozsifenim nékterého
z kédovani uvedenych napi. v pracich [2], [4] nebo [7].

Idea definice 13. Rozsireni kodovant Méjme néjaké ,rozumné kodo-
vani“ formalizujici Turingovy stroje s ordkulem mnozZiny A. Turingiv pre-
dikdt pro vypocet Turingovym strojem s ordkulem mnoZiny A oznacme T4,
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podobnym zplisob definujme W2 (resp. pro vice argumenti Wg(ck)’A) jako pri-
slusné zobecnéni mnoziny W, (resp. w ). Tato ,rozumnd kodovdni“ jsou
na sebe vzajemné < -preveditelndg. W

Takto zobecnény Turingtiv predikat neni rekurzivni, protoze neni reku-
zivni podminka z € A. Necht je splnéno T4 (z,y,w), pak vypocet w ,ob-
sahuje“ otazky tvaru t; € Aty € Atz € A...t, € A, kde ty,ts,t3...1,
jsou termy. Samoziejmé existuji u,v, ze D, € A, D, € A a je splnéno
{t1,t2...t,} € (D, UD,). Toto pozorovani ukazuje, ze pro Jw : T(z,y,w)
lze rekurzivnim vypoctem odvodit ekvivalentni podminku tvaru:

Ju,v:D, CA & D, CA & (Bw: Ry, (w,u,v)),

kde R, , € Aj a kazda podformule R, , tvaru ¢t € A je shora omezend; predi-
kat T4 je tedy rekurzivné spocetny v mnoziné A. Vyse uvedend podminka je
podobné podmince *; to nds privadi k napadu definovat skok nahrazenim v
podmince * rekurzivné spocetnou relaci podminkou naleZzeni do ¥;-kompletni
mnoziny.

Definice 14. Skok mnoZiny Skok mnoZiny A (symbolicky jump(A) nebo
také A’) je definovdn jako:

jump(A) = {z;Ju,v(D, C A & D, C A & (z,u,v) € W,)}. W

Podle odstavce predchézejici definici skoku mizeme vlastné skok mno-
ziny A povazovat (pfi vhodné zvoleném kédovani) za mnozinu {z;r € W4},
Tato vhodné volba kédovani ,vyuziva“ vyse naznacené upravy Turingova
predikatu — kazdému Turingovu stroji s ordkulem lze rekurzivni funkei pii-
fadit odpovidajici Turingiv predikat, ktery lze rekurzivni funkci ,prepsat®
do vhodného tvaru.

Definice 15. Vicendsobny skok mnoZiny () Tridu 0™ definujme s po-
0©

@(n—f—l) u

mocit rekurze {

0
jump(0™) -

Neformalné feceno (™

nou mnozinu.

je tiida vznikla n-nasobnou akci skoku na prazd-
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4.2 Skok, relace RS a aritmeticka hierarchie

Véta 9. Rekurzivni spocetnost a <, -preveditelnost MnoZina A ndlezi
RS(B), prdvé kdyz A <,, jump(B). O

Diikaz: Dokazme oba sméry ekvivalence. Pro kazdou rekurzivni funkci f je
relace (f(x),u,v) € Wy, samoziejmé rekurzivné spocetna a proto dosvéd-
¢uje A € RS(B); tim je dokdzana implikace zprava doleva. Nyni dokazme
opacnou implikaci.

Oznacme f rekurzivni funkci, kterd pro vstupni argument x vygeneruje
kéd funkce, ktera:

e interpretuje svou jedinou vstupni proménou jako usporadanou trojici
(ozna¢me ji tfeba (u1;ug; us)),

e a nasledné konverguje, kdyz R(x;us;u3).
Uvedenou funkci f lze sestrojit tak, ze f(x) pokldddme rovnou funkei:
(ur;ug;uz) — pw : T(R; (z;us; us);w).
Z vlastnosti Turingova predikatu plyne:

R(x;ug;uz) < (f(2);u2;u3) € Wiy

Nyni oslabeme ptredchozi vztah.

(D, € B & D, € B) = (R(z;u;0) & (f(2);u;0) € Wr)-

Z oslabeného tvrzeni a nasledujicich ivah plyne dokazovana implikace.

A={z;3u,v:D,C B & D, C B & R(x,u,v)}
r€A s Ju,v:D,CB & D, C B & R(x,u,v)
€A Ju,v:D,CB & D, CB & (f(x);u;0) € Wy
jump(B) = {z;3u,v: D, C B & D, C B & {(r,u,v) € W,}

re A< f(x) € jump(B)

Priklad 4. Dokazte 3f VA : K <., jump(A4) via f.* O

4Navod: Postupujte podobné jako v piedchozi matematické vété.
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Véta 10. rekurzivni spocetnost skoku mmnoZiny v mnozZiné Mezi
mnozinami jump(A) a A jsou tyto vztahy:

1. mnozina jump(A) je rekurzivné spocetnd v mnoziné A,
2. naproti tomu mnozina m nent rekurzivné spocetnd v mnoziné A,
3. plati jump(A) £ A.

OJ

Dukaz: K dikazu prvniho bodu staci vzit v tvahu definici mnoZiny jump(A)
a uvédomit si, ze R(z,u,v) < (x,u,v) € W, je rekurzivné spocetna relace.
Treti bod bezprostiedné vyplyva z druhého bodu, ktery lze snadno dokazat
s pomoci diagonalniho lemmatu.

(Pfesnéji : Druhé tvrzeni je podle predchozi matematické véty ekvivalentni
s jump(A) £, jumpA. Uvazujme relaci R, kterd pii vstupu (x;u;v) je spl-
néna pravé kdyz, (f(x);u;v) € Wy(,). Predpoklad, Ze f pfevadi jump(A) a
jump(A) implikuje, #e R nepatii do ani jump(A) do jump(A); presné tak
jako v obvyklém — s vyuzitim diagonalniho lemmatu — ditkazu obdobného

tvrzeni pro K.)

Predchozi vysledeky predznamenavaji, ze operace jump zvysuje slozitost
mnoziny. Bod dva predchozi matematické véty ukazuje, ze nedochézi ke ko-
lapsu ,,zobecnéné aritmetické hierarchie”. V zavéru kapitoly bude ukazano,
Ze operace jump generuje ,posunuti o jednicku“ v aritmetické hierarchii a
aritmeticka hierarchie bude charakterizovana mnozinami (™.

Vsiméme si jésté, ze dosavadni vysledky mély obecnéjsi charakter — ty-
kaly se i nearitmetickych mnozin.

Lemma 11. Aritmetickd hierarchie Plati:
AcRS(P™) = Aec %,y
OJ

Dukaz : Nejprve se zabyvejme ptipadem n = 0, tj. A € RS(0)) = A € %;.
Tato implikace jiz byla dfive dokdzana v prvnim prikladé.

Nyni dokazujme indukei. Necht implikace plati pro vSechna n < m. Zkou-
mejme podminky uvedené v definici *:
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D, C 0™ tato podminka je podle indukéniho pfedpokladu tiidy ¥,,.

D, C () tato podminka je podle indukéniho pfedpokladu tiidy a
vlastnosti aritmetické hierarchie II,,.

e R(z,u,v) je z definice t¥idy RS, coz je tfida ¥;.

D, C 0™ & D, C (§(™) je diky piedchozim bodfim a vlastnostem
aritmetické hierarchie tiidy >, 1.

Cela podminka * je tf'idy Emam{(l),(n—l—l)} = Z(n+1). Dikazem indukéniho
kroku je zaroven dokoncenim dtikazu celé véty.

Lemma 12. Aritmetickd hierarchie Plati:
AcRS(P™) « Aec %,y
O

Dukaz : Nejprve se zabyvejme ptipadem n = 0, tj. A € RS())) < A € %;.
Tato implikace jiz byla difive dokazana.

Nyni pokracujme v ditkazu indukei; necht je tvrzeni splnéno pro vsechna
m < n + 1. Z vlastnosti aritmetické hierarchie vyplyva, ze kazdd mnozina
z t¥dy X(,42) se dd vyjadiit ve tvaru {z; 3y : (z,y) € A}, kde A je z t¥idy
S (nt1)- Z indukéniho predpokladu vyplyva A € ¥, = A € RS(B™).

AcRS(I™) & A <, jump(P™) & A <, P+
A<, (Z)(n+1) viaf
(resp. A <, 0D via f)

Hledana rekurzivné spocetna relace ,dosvédcujici“ rekurzivni spocetnost
{z;3y : (x,y) € A} v mnozin¢ 00 je Ty, z : (f(y) € Dy & (z,2) = y);
podminka f(y) € D, C §(+1) totiz zarucuje y € A. Tim je diikaz dokoncen.

Véta 13. Aritmeticka hierarchie Plati:

AeRS(I™) & Aex,; O
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Duikaz : Obé implikace byly dokazany v predchozich lematech.

Tim byla dokazéana slibena charakterizace aritmetické hierarchie mnozi-
nami O™,
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5

Dosazené vysledky

Na zavér prace zopakujme nejzasadnéjsi tvrzeni:

Véta 14. Plati :

o RS S o e

9.
10.

Ddle
Dadle

turingovskd preveditelnost je reflexivni a tranzitivni relace,
relace rekurzivni spocetnosti v mnoziné je reflexivni,
relace rekurzivni spocetnosti v mnozin€ nent tranzitivnt,
AeX, 1 < AeRSWO™),

plati A € RS(B) & A <, jump(B),

A€ RS(B) & AcRS(B),

A€ OR < RS =RS(A4),

trida RS(A) je uzaviena na prunik, sjednoceni, existencéni kvantifikaci
a omezenou univerzdlni kvantifikaci,

trida OR je stupnem <rp-preveditelnosti,
A <m B = A <r B.

neplati A € RS = A <t B, ale naopak plati A € RS <« A <t B.
neplati tvrzeni A<t B = A<, B. [

Dtiikaz : Dikazy vSech ocislovanych tvrzeni jsou uvedeny v predchozim
textu. Uvazime-li definici turingovské preveditelnosti okamzité dostavame
A <r B = A € RS(B). Uvazime-li navic, Ze turingovska pfeveditelnost
je tranzitivni a rekurzivni spocetnost v mnoziné neni tranzitivni, okamzité
dostaneme i =(A € RS = A <t B). Mnoziny K a K jsou <rp-preveditelné,
ale nejsou <,,-ptreveditelné. Proto neplati A <t B = A <, B.

RS neni pro <p-preveditelnost stupen preveditelnosti; podle FM véty
v RS dokonce existuji nesrovnatelné mnoziny viici <p-pfeveditelnosti.
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Dodatky

A Ekvivalence obou definic turingovské pre-
veditelnosti

Tento dodatek predevsim shrnuje myslenky uvedené ve vlastnim textu.
Ekvivalenci definic se samoziejmé mini ve smyslu nasledujiciho naznaku véty.

Naznak véty 15. Mnozina A preveditelnd na B podle definice turingovské
preveditelnosti s pomoct turingovych stroji (viz podkapitola ,, Neformdlni de-
finice turingovské preveditelnosti s pomoci Turingovych stroji®), pravé tehdy
a jen tehdy plati-li A <t B podle Smorynského definice (viz podkapitola
, Rekurzivnost v mnoZine a turingovskd preveditelnost®).

Naznak diukazu: Zbytek tohoto dodatku je jiz vénovan zdkladnimu na-
¢rtnuti myslenky diikazu této ekvivalence. Zabyvejme se nejprve implikaci
zleva doprava (prvni bod nésledujiciho seznamu) a pozdéji i druhou impli-
kaci (druhy bod néasledujiciho seznamu).

1. Turinguv stroj pfi konkrétnim konvergentnim vypoctu projde jen ko-
necnym poctem stavii a proto nutné se ,,zepta“ orakula jen konecnékrat.
Disledkem je, ze vysledek vypoctu je determinovan pouze konecnou
mnozinou odpovédi. Jinymi slovy stac¢i védét jen, ze urcitd konecna
mnozina je podmnozinou prevadéné mnoziny (resp. jejiho dopliku).
Presné touz funkci plni v definici * tu¢né vyznacena podformule.
Posloupnost stavli Turingova stroje s orakulem lze evidentné kodovat
prirozenym c¢islem. Rovnéz ziejmé rozhodnuti zda dany kod je vypo-
¢tem Turingova stroje s ordkulem je rekurzivni tlohou. Ustfednim mo-
mentem je nalezeni prislusné rekurzivné spocetné relace. Méjme relaci,
kterd zjistuje zda existuje ¢islo x:

e 1 je kddem vypoctu Turingova stroje s orakulem

e mnozina ¢isel, na které se Turingiiv stroj ,,dotédze“ orakula béhem
tohoto vypoctu, je podmnozinou D, U D,
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e odpovédi ordkula v tomto vypoctu jsou ,spravné“; coz se zjisti
pomoci rekurzivni podminky = € D, (resp. = € D,))

Evidentné existuje rekurzivni relace s témito vlastnostmi. Jedna z hle-
danych relaci je existen¢ni kvantifikaci této rekurzivni relace a je proto
rekurzivné spocetna. Z existence této relace a z definice * piimo vy-
plyva, ze B € RS(A). Protoze tlohu fesi — nikoli jen pfijima — Turin-
giiv stroj, Ize tedy obdobnym zptisobem dokézat i B € RS(A). Tim jsou
dolozeny obé definice figurujici v definici turingovské preveditelnosti.

V této chvili je dokoncen naznak ditkazu prvniho sméru implikace.
2. Predpoklad je B € RS(A) & B € RS(A); pifslusné rekurzivné spo-
Cetné funkce v definici * oznaéme Rp a Rp.

Kazdé c¢islo x lze pomoci Turingova stroje interpretovat jako uspora-
danou dvojici ((x)1, (x)2) a pfi ,opakované“ interpretaci mizeme ¢islo
interpretovat jako usporadanou trojici (((x)1)1, ((x)1)2, (x)2). Hledany
Turingiiv stroj s ordkulem pracuje pti feSeni tlohy x € B nasledujicim
zpusobem:

1 Piifad proménné I hodnotu 0.

2 Nastav Il, IQ, 13, aby I = <117[2713>-

3 Jestlize I; neni kéd podmnoziny A (ovéf pro vSechna = < I; plat-
nost x € Dy, = = € A), sko¢ na krok 6.

4 Jestlize I neni kéd podmnoziny A, sko¢ na krok 6.

5 Jestlize I3 je kéd vypoctu Rg(z, I1, I5) vypis na terminél ,,x € B*
a skonci.

5 Jestlize I3 je kéd vypoctu Rg(z, I1, I5) vypis na terminél ,,x ¢ B
a skondi.

6 Ptifad I hodnotu I + 1.
7 Sko¢ na krok 2.

Uvedeny Turinguv stroj s ordkulem mnoziny A ocividné fesi tlohu x € B.
Tim se podarilo dokézat i druhou implikaci a tedy i ekvivalenci obou definic.
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B Kodovani mnozin

Cilem tohoto dodatku je ukazat, ze konkrétni realizace kédovani mnozin
nemusi byt slozité a neintuitivni. V tomto dodatku jsou pouzivany zakladni
definice a obecné znamé poznatky z teorie ¢isel. Uvadéni ditkazti bylo v tomto
dodatku pominuto, protoze vSechna tvrzeni lze jednoduse dokéazat indukci.

Definice 16. Uspoiddand dvojice a trojice Uspotddand dvojice: Cislo = je
uspotadand dvojice (x1;x9), pravé kdyz:

2% x = (r1+x2) % (X1 + 20+ 1) + 2% 7.

Funkce provddéjici uvedené kddovani je pdrovaci funkce. Trojice (x,y,z) je
éislo (x, (y,z)). N

Definice 17. Kartézsky soucin Kartézsky soucin A X B mnozin A a B de-
finugme jako:

(r;yy e AxB & (recA&yeB). R

Chépani (z;y) podle [1] jako kédu mnoziny {{D, };{{D,}; {D,}} by dalsi
vyklad zbytecné komplikovalo. Nasledujici lemma uvadi pozadavky na kédo-
vani, které postacuji k provedeni vsech konstrukci v této praci.

Lemma 16. Kodovani koneéngch mnoZin prirozenych éisel Existuje
(primitioné) rekurzioni relace R, kterd definuje systém konecnych mnozin D,
(kde u probihd celou mnoZinu pFirozenych cisel) a plati:

1. D, = {z; R(z,u)},

2. Fin(A) = 3u:D, = A,
3. Yu: Fin(D,),

4. VYreDy:x < u.

i

Pozadavky kladené na kddujici funkci by Slo znacné rozsitit napiiklad
o podminku D, = D, = u = v (prosté kédovani); tato rozsifeni jsou vsak
zde nepodstatna.
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Priklad 5. Kodovani

A Zjistéte, ktere mmnoziny jsou ndsledujicim kodovanim kddovdany cisly
0,8,29 a 12835.

(re€D,) & (3y:u=y mod 20TV & 27 <y))

B Zjistéte, kterd mnoZina je ndsledujicim kodovanim kodovdna cislem
80864.

(# € Diuyuy) & (Fy <y : prvocislo(y) & yluy & x = uy mod y)

C Qwverte, Ze kodovani z bodi A a B spliuji podminky predchoziho lem-
matu. Které dalsi podminky tato kodovdnt splriuji? 0

Resent : Nejdiive se zabjvejme bodem A.

8§ =2 = 100, +—{3}
290 =2 423422 420 = 111015 —{4,3,2,0}
1283 =20 + 2% + 21 +2° = 10100000011, —{10,8,1,0}
0=0= 0y 0

Zabyvejme se nyni bodem B.

80864 = (246; 37) = (41.3.2; 37)

37 = 37 mod 41
37=1mod 3
37 =1 mod 2

Dgoges = {37; 1}

C. Diikaz splnéni podminek u bodu A se provadi indukci u bodu B pak
s pomoci Cinské zbytkové véty a neomezenosti mnoziny prvoéisel.

Kédovani z bodu A je naptiklad prosté, kazdé ¢islo je kddem mnoziny a
u < 20maz(@)+) Kédovani z bodu B neni prosté, ale presto kazdé ¢islo je
kédem mnoziny. v

Kédovéani v B je inspirovano kédovanim z prace [7], které je blizké ké-
dovani Godelovu (Shoenfieldovu) popsaném v [5]. Poznamenjme, Ze timto
zpusobem lze interpretovat teorii konecnych mnozin v Peanové aritmetice.
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Z ptedchoziho lemmatu méame v aritmetice interpretovany jediny symbol
jazyka teorie mmnozin (,€“). Zkoumejme z hlediska aritmetické hierarchie
interpretace ostatnich mnozinovych relaci.

r €D, & R(z,u)
D,.CD, & Va:(xeD, = z€D,)
D,=D, & (D, €D, & D, € D,)
b,cDb, & Vz:(D,CD, & =(D, CD,))
ze((D,nD,) & (x €D, & x€D,)
ze (D,uUD,) & (xeD,VzeD,)

K definici interpretace ,mnozinového* symbolu ,=“ je uzit axiom exten-
zionality:

D,=D, & Vz:(xeD, & 2€D,) &
< Ve:((reD, =2z€D,) & (xeD, « x€D,)) &
< D, CD, & D, CD,.

(13

V teorii mnozin je ¢asto velmi vyhodné povazovat logicky symbol ,=* za re-
laci zavedenou axiomem extenzionality. V této praci je symbol ,=" pouzivan
v tfech riznych vyznamech:

e jako logicky symbol (napf. =z = f(y)),

e jako prostfedek zapisu vztahtt mezi kédovanymi mnozinami (resp. arit-
metickych vztaht; konkrétné podminka D, = D, vyjadfuje vztah mezi
proménymi u a v — platnost podminky Vz : R(z,u) < R(z,v)),

= {x;4(x)} nebo (A x A) = (Ax A)U (A x A) U (A x A)).

e jako vyjadfeni vztahu mezi mnozinami v intuitivnim smyslu (napfiklad

Ostatni mnozinové symboly jsou pouzivany samoziejmé jen v poslednich
dvou vyznamech.

Nyni vyuzijmé omezené kvantifikace (viz ¢tvrty bod predchoziho lem-
matu), kterd zlepsi odhad sloZitosti uvedenych formuli z IT; na Ay:

D,CD, &Ve<Lu:(reD, = zeD,).
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Predchozi tivahy ukazuji, ze formule obsahujici pouze D,,, D, ..., logické
symboly, vyjma kvantifikatord, a ,mnozinové“ symboly ,=,€,C,C,U,N"
jsou ,zkratky“ Ag formuli v jazyce aritmetiky. Tato pozorovani byla bez upo-
zornéni vyuzivana k zptehlednéni zapisu nékterych formuli — predevsim kon-
krétnich voleb rekurzivné spocetné relace z definice *.

U kédovani uvedenych v predchazejicim ptikladu by slo uvedenou tivahu
zesilit — pro sjednoceni (resp. pro jakoukoli z uvazovanych funkei) lze totiz
nalezt rekurzivni funkci f splnujici:

Df(uﬂ,) =D, uUD,.

Na zavér tohoto doplitku uvedme slibeny diikaz korektnosti definice *.

Dukaz korektnosti definice: Méjme dvé relace ¢, ¢o spliiujici podminky
kladené ptredchozim lemmatem na kodujici funkci. Systém mnozin kédo-
vany ¢; (resp. ¢y) oznatme, z divodi odlifeni, jako {D%;u € N} (resp.
{D%;u € N}). Necht mezi A, B a R pii kédovani uréenym relaci ¢; je
splnéna podminka *. Z definice kédovéni vyplyva YuJuy : D = D? a
YugJuy : Dﬁll = D,ﬁ’; Napi$me podminku ekvivalentni s podminkou *, kterd
bude rovnéz ve ,tvaru® *. Jednou (resp. dvakrat) podtrzena ¢ast formule od-
povidé rekurzivné spocetné funkci v definici * (resp. pfechodu u — uy,v — vy
mezi zpusobem kédovani s uzitim ¢, a ¢y).

r€B & Juv: DP CA& DP CA& Ju,v:(DY=Dr&
-~ -~

D?=D{} DY2=DY}

& Dfll = DfQ & R(x,up,v))

Tato formule je hledanou podminkou * pro kédovani ¢,. Muzeme totiz

provést omezeni slozitosti (Juq, vy : DI = D& & D¢ = D$?) € ¥y, které
Ize snadno zdivodnit pomoci vysSe naznacené interpretace ,mnozinového®
symbolu ,,=" v aritmetice.

Protoze je podle definice * splnéna podminka R(z,uy,v) € ¥p a plati i
(Ju,v1 : D = D$2 & D = D9 & R(x,u1,v1)) € ¥1. Splnénost * zavisi

pouze na volbé mnozin A a B.
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C Seznam literatury a pouzitého znaceni
Seznam pouzitého znaceni

Néasledujici seznam uvadi vycet matematického znaceni, pii jehoz inter-
pretaci by mohly vzniknout obtize:

\ :  mnozinové minus
(x1,29,x3...2,) . n-tice ¢isel

X xY : kartézsky soucin dvou mnozin
A : doplnék mnoziny

D,.D, : kone¢né mnoziny
LORAKULUM* : stavy Turingova stroje

LANO“ _NE®“ ... : znaky abecedy Turingova stroje
0,1 . znaky abecedy Turingova stroje
s . projekce

0 : prazdnd mnozina

A') jump(A) : skok mnoziny A

A :  n-nasobny skok A

\Y% . disjunkce

& : konjunkce

'f(x) : funkce f konverguje v x

(@)1, (7)2 Dox = (7)1, (2)2)

FIN : predikat konecnosti mnoziny
|A| :  mohutnost mnoziny A

T(x,y, 2) :  Turingtv predikat

T : Turingtv stroj

cA . charakteristicka funkce mnoziny A
K : {x;r e W}

OR : rekurzivni funkce

Symboly uréené k logickému c¢lenéni textu:

| : znak ukoncujici znéni definice

0 :znak ukoncujici znéni matematické véty, lemmatu nebo prikladu
Q.E.D.| : znak ukoncujici znéni dikazu

v : znak ukoncujici feseni prikladu

*

odkaz na definici rekurzivni spocetnosti v mnoziné
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